IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

IIpBu pa3pen - A xkareropuja

1. Hexa je n = 21982145917308330487013369 = a'?. Kakxo n mma 26 umdapa mobujamo ma
je n < 10%%, ma je a < 100. Kaxo je 8'3 = 2313 = % = % ~ 510" < 10'? (813 =
549755813888), onakie je 803 = (8-10)13 = 813.10!3 < 10'?-10'3 = 10%° < n. Axo ca ¢
O3HAUMMO TIOCTIeNBY APy Opoja a, Tama HajasmMo na je oHa 3, 7 wmu 9, jep je a'3 =13 =9
(mod 10). Kaxo je 3* =7 =9* =1 (mod 10), no6ujamo na je m 32 = 712 = 912 =1 (mod 10),
Te Mopa Outu a = 9. Ilakie, umamo nse moryhuoctm: a = 89 wiau a = 99. Mebhyrum, aro
je a =99, To je om je memus ca 3, omakae je u n = a'® memus ca 3, kao u ca 9. KOmauno,
30up nudapa 6poja a je 107, na on Huje nemus ca 9. Iaxne, a = 89.

2. Horazahemo ma DBpamrko mma moGemuuury crparerujy. OOGenexxumo mosse Tabie ca
(i,7), i =1,2023, j = 1,2024, akko ce HAJA3U y {—TOj KOJOHU U j—Oj BPCTU. Y IAPUMO CBa
nosma Tabue Ha caenehwu maumn: map uyume mosma (i,5) u (i,2025 — j), ¢ = 1,2023, j =1,1012.
C 0063upoM ma ce ymapeHa mosba, y CBAKOM Hapy, Haja3e y UCTOj BpcTu (IpBa KOOPAMWHATA),
KpaJ/bulia y jeJHOM IOTe3y MOKe HONW ca Ma KOr IoJba Ha IOoJbe KOje je YyIPaBO H-eroB map
(kpehiyhu ce kao tom). DBpaHKO y mpBOM moTe3y mOMepa KpPajbUIly Ha MOJbEe Koje je map
[IOYETHOM IOJbY. BPaHKO y CBUM HapemHUM IIOTE3UMa KPAJbUIy CTaBJha HA IOJbE KOje je map
nosby Ha Koje je Auma cTraBumo Kpasbuily y CBoM (IO Taza) mocienmeM noredy. Tume Bpanko
yBek uma “oarosop” Ha Amuu morte3. Crora, Kako ce MOKE OAUTPATU CAMO KOHAYHO MHOTO
noresa, y HeKOM TpenyTky Ama mehe mohu na omurpa nmores, unme he urpy nobutu Gpauko.

3. Hokazahemo na 6poj N Moske na ce 3aBpIny ca HajBuUIlle 2 Hyjge. 3a n = 3 je, CBAKaKO,
N=134234+33443=1+8+274+64 = 100, Te ce oH 3aBpIIABa Ca TAYHO ABE HYyJE. Y KOIUKO
6u ce 3a Hexo n € N 6poj N 3aBpmaBao ca Tpu u Buile HyJa, Tana 0u oH gao ocrarak 0 mpu
nememy ca 8. Mebyrum, To je memoryhe. 3aucra, 3an=1je N =14+24+3+4=2 (mod 8),
moxk je 3a n =2 ucnymweso N =1+4+ 140 =6 (mod 8). 3a Henapuo n > 3 je UCHyHEHO
N=14+0+3+0=4 (mod 8), nox 3a napo n >3 Baxku N=14+0+1+0=2 (mod 8).
JenrocraBHO, IpoBepoM, BUAUMO Aa ce N MOXKe 3aBPIIaBATU MU(POM PA3IUINTOM O HYIA,
jepzan=4je N =144+2%+3%+ 4% =1+ 16 + 81 + 256 = 354, kao u ca jeanoM HyJIOM (32
n=1je N =10).

4. Youumo taury Cp mHa momynpasoj DC, ca nmouerkoMm y tauku D, takBy na je DC; = AX.
Yromuko ce taurka () moknama ca taukoM C, ouma cy yruoBu <{ADX, <DXC u <XCB
YIJIOBU Ca MapaJieIHUM KpaluMa, Te Cy BUXOBe CUMeTpaJtie napaJjenase. Pasmorpumo, cana,
ciayuajeBe kKama ce tauke C; m C He noknamnajy. Kako ce u3 rauaka C7 u C nyxx XB
BUAM TOX jeAHAKUM YIJIOBMMA, MPU UYeMy Cy IOMEHyTe Tauke ca ucre crpaHe mpase X B,
3akmyuayjemo na tauke X,B,C; nu C npunanajy jenHoj kpysxkuunu. Hera je p cumerpasa
nysxu AB, a = <DAB u = <CBA. Yxonuxo je taura C; usmeby rauvaka D u C, umamo na
je <X C1C = 180° — « (jep je uerBopoyrao AXCiD mapanensorpam), IOK, 300I TETUBHOCTU
uerBopoyrsaa X BCCy, Bawku u <XC;C + § = 180°. 3aro je o = 3, onnocuo tpamez ABCD
je jemmakokpak. ¥ cayuajy ma Basku pacmopen tadaka D — C — Cp, 360r TeTUBHOCTHU je
B = <XCiC, xao u <XC1C = « (jep je wersopoyrao AXC,D mapanemnorpam), Te je u y
osoMm ciuyuajy ABCD jemmakokpaku tpames. Kako cy cama cumerpase yriaoBa <{ADX u
<XCB cumerpuyHe y OOHOCY Ha MpPaBy p, KOja je yjemno u cumerpadta yriaa <{DXC, To ce
OHE CEKy Ha p WJIM Cy HapaJiejHe ca p.
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IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Ilpyru pa3spen - A kareropuja

1. Hexa je I(a,b) = [202% — 4%|, 3a a,b € N. Ilokazumo ma je I(a,b) > 54. Ilpumerumo
Hajupe ma 3a mpousBosbEE a,b € N Bazsm 101 | 202¢ u 101 1 4°, e 101 § 202¢ — 4°. Oryna je
I(a,b) # 0. ¥3 T0, 3a npoussosmHe a,b € N, Bazxn 202¢ =3 19 =1 u 4° =3 1 =1, Te 3| I(a,b).
Paznuryjemo caenehe cayuajese:
1°a>5ub>3: Tama 2°|202% u 2° | 4°, Te 2° | I(a,b). 3aro je 6poj I(a,b) memus ca 32, a
KaKO je MeJbUB U Ca 3 W PAa3iIuunT of HyJe, nobujamo na je I(a,b) >3- 32 = 96.
2° b < 3: Cana 3a ceako a Baxkn I(a,b) = 202¢ — 4° > 202! — 42 = 185.
3° a < 5 : Pazmurosahemo caenehe monciyuajese:

3.1.° a € {2,4} : Tana je I(a,b) = (202% + 2%)|202% — 2°| > (202! +2!) - 1 = 204.

3.2.° a = 3 : Kako je 2023 < 2563 = 412 11 2023 > 23.100% = 23.26.625-25 > 29.29.24 = 411 1o
je I(3,b)>min{2023 — 411 4122023}, Onasne, xaxo je 2023 —411 > 1923 —222 = 33.(26)3 222 =
218(33 — 24) > 218 1 41 — 2021 | (44)3 — (2021), mmamo na je I(3,b) > 4% — 202! = 54.

3.3.° a=1: Karo je 43 < 202! < 4%, 10 je I(1,b) > min{202! — 43, 4% — 202!} = 54.
OBuMm cMo0 noka3auu na 3a cBako a,b € N Basku I(a,b)>54. Karo je I(1,4) = 54, 1o je Tpaskena
HajMama BPEIHOCT, 3aUCTa, jemHaka H4.

2. TIpso, 3a b =0 je, ounrnenso, a € Z, tj. naposu obmuka (a,0), a € Z, cy pemema. Heka
je b#0. Tana mopa 6utu u a # 0. CpebuBamem mare jemmakoctu mobujamo na je

a® + ab+ a?b? + b = a® — 3ab + 3ab® — b>.

Haxkon ckpahusama ca b, rpymucameM (mocMaTrpamo n3pa3 Kao KBaAPATHY jeIHAUMHY 1O b),
nobujaMo na je
20 + (a® — 3a)b + 3a*> +a = 0.

Iuckpumanra nobujeHe KBaapaTHe jeIHAYUHE je
D = (a® = 3a)* — 8(3a*> 4 a) = a* — 64> — 154> — 8a,

3a Kojy Tpeba ma Basku ma je moTmyH KBaapaT. Kako je D = a(a — 8)(a + 1)?, nobujamo ma
MOpa BasKUTH 1a je a’—8a moTiys kBaapat uwin je a+1 = 0. 3a a = —1 TpuBMjaIHO HATAZUMO
na je pememe map (—1,—1). 3a a # —1, mopa 6utn a® — 8a = k2, 3a mexo k € Ng. Crora je
a<0wunmu a>8, a €Z. YKOINKO IPETXOMHY j€THAKOCT TPETUPAMO KA0 KBAAPATHY jeIHAUUHY
IO @, Tj. VKOJMKO IOCMATPaMO KBAADPATHY jemHaumuy a’ —8a — k2 = 0, Tana MUCKPUMUHAHTA
ucte Mopa 6utu, Takobe, mormys kBampar, Tj. Basku 64 + 4k? = 4(16 + k?) = 412, npu uemy
jel>4,1>k, 1 €N. Harne, mopa 6utu I> =k* = (1 —k)(I+k) =16, 1. [+k=1—-k =4
nmm l+k=4(l—k) =8 (cayuaj l+ k=16 ul —k =1 ornana, jep cy | u k nesn). IIpoepom
TpuUBMjasHO mobujamo ma a Moske outy jenuuo 8 mim 9 (cayuajesu a = 0 m a = —1 ornanajy).
Ilakine, cBa pelleme jefHAYUHE CY:

(a,b) € {(=1,-1), (8, —10), (9, —6), (9, —21)} U {(a,0) : a € Z}.

3. Hokazahemo na meroyrao ABCDFE, koju 3a10B0JbaBa CBE HAIEIEHE YCIOBE 3aMaTKA, MOPa
6utn npasunan. Heka je © = <BAC = <EBD = <DAFE u y = <ABFE = <CAD = <«CBD.
Kako ce myx CD u3 tauaka A u B Buau mon jemHakum yrioBuMa, a Tauke A u B cy ca
ucte crpane npase CD, 3akmyuyjemo ga ce tauke A, B,C u D Hama3e Ha UCTO] KPYKHUIM.
Hexka je To xpysxuuna ki. Amamoruo, kako ce nysk FD u3 tavaka A u B Buau non jeqHaxum



yraoBuMa, a Tauke A u B cy ca ucre crpane npase ED, 3akmyuyjemo na ce tauke A, B, E
u D mana3ze, rakobe, wa ucroj kpyskuunu. Heka je To kpyskuuna ko. Tauke A, B u D nanase
Cce U Ha KPY/KHULOU ki M Ha KPY:RHUNU ko, ONaKIe CIeAUN Ia Cy Kpy:RHUIE ki u ko MIECHTUYHE.
Ilakne, numamo na ce tauke A, B,C,D u E Hasasze Ha UCTO] KPY:KHULIM, OTHOCHO, na je
neroyrao ABCDFE terusas.

I[Ipumernmo na 360r jeaHAKOCTH MEPUPEPUjCKUX YIIIOBA HAI UCTOM TETUBOM Bakn: <{AFED =
180° — «EAD — <ADFE = 180° —x —y, <EDC = <EDA+ <ADB + <BDC = y + (180° —
2 —2y)+ o = 180° —x —y u <DCB = 180° — «<BDC — «<DBC = 180° — z — y. Ilaxie,
<AED = <FEDC = <DCB. Heka je O nenrap ynucane kpyskuuie y neroyrao ABCDE u F
nomHoOMXkje HopMaJie u3 Ttauke I ma nmpaBy DC. Taurka O, Kao IeHTap ynucaHe KPY:KHUIE V
meroyrao ABCDE, Hanasu ce y Ipeceky CUMeTpaJia yrioBa MOMeHyTor neroyria. Oryna ce
rauyka O Hajga3m 1 Ha cuMerpaiau jenHakux yriaosa <EDC u <DCB, na tpoyraosu OFD un
OFC umajy Tpu napa jenHakux yriosa. Kako je OF 3ajenHuuiia CTpaHWla TUX TPOYIJIOBA,
HacOpaM jeqHaKUX yriaosa, 1o cy Tpoyriaosu OF D u OFC nonynapuu. V3 oBe monynapaocTu
umamo ga je F'D = FC, na ce tauka O Hasa3u Ha cuMerpasu crpanutie C'D. Ananorso, Kao
Yy IPETXOMHOM pa3HATpalmy, 3aKbyuyjeMo fa ce Tauka O HANA3U U HA CUMETPAJIA CTPAHUIE
ED. Ilakne, norasamau cmo na ce cumerpasue crparuna CD u ED ceky y tauku O, a Kako ce
[EHTAp ONUCAHE KPYyKHUIE HAJa3u y MPECEeKy CUMeTpaJia CTpaHula, ToO je tauka O u meHTap
ommcane kpyskuuie oko neroyraa ABCDE. lHearpanau yrao san retusoM C'D je nBOCTPYKO
Behu on mepudepujckor yraa Ham ToM TeTuBoM, Te je <DOC = 2<DAC < 1800—2-18002ﬂ =
2y & x = y. Cimuno osom, Bawy u AOB = 2ADB & 180° — 3(z +y) = 2(180° — 2(z + y)) &
x +y = "72° Onasme, Kako je mu x = y, umMmamo x = y = 36°, re cy teruse AB, BC,CD,DFE n
E A mebycobuo jennake, ¢ 063UpOM na UM OArOBapajy jeqHaky nepudepujcku yriaosu (To cy
yraosu 2,y u 180° —2(zx +y)). U3 cBera nobujeHor Jako padyHAMO U Oa Cy CBU YHYTDAUIHN
yraosu neroyriaa ABCDE jenuaru (mo 108°). OBuM je mokazano na cy y neroyray ABCDE
CBU YHYTPAIIMLU YIJIOBU jeAHAKU U Oa Cy My MeDycoOHO jemHake um CBe CTPAHUIE, T€ je OH
3aMCTa NPABUJIAH METOYTAO.

4. IIpBu cabupaxk je CUrypHo nemus ca z, y u x —y. Vlcro Baxku 3a npyru cabupak. Kako je
30Mp ca JeBe cTpaHe 3HAKa jeTHAKOCTU NEeJbUB Ca X, Y U & — Y, AOK je ca JeCHe CTpaHe 3HAKa
jemmarocTu 6poj 22023 cmenm ma GpojeBu x, y U & — Yy Mopajy oury obauka x = 2%, y = 20,
xr —y=2° rme cy a, b u c HemeraTuBau neau 6pojesu. MebyTtum, 360r ycmosa z > y, Mopa



BaxuTE U 7Aa je a > b. Cama je 2¢ — 2% = 2¢, onmocno 2° (2“4’ — 1) = 2¢. Ca pmecue cTpaHe
3HaKa jeIHAKOCTH MOCJeIme pesiamije je 6poj obamka 2¢, mTo 3Haum ma m3pas 290 — 1y
3arpamy ca JeBe CTpaHe 3HAKA jeIHAKOCTH MOpa outu obmuka 2F, 3a Hexu mpupoman 6poj
k. 3aro mopa BasuTu ma je 2°°° —1 =1, ogmocuo a —b = 1. 3amenom b = a — 1 y maroj
jemHAYMHU, nOoOUjaMoO ma je

st(22a + 22(1—1, 22a—1 _ 22(1—2) + st(2a _ 2(1—1, 22(1—1) — 22023,
OOHOCHO
NZS(3 . 22(1717 22(172) 4 NZ8(20,71, 22(171) — 22023,

omakje moOuWjaMo jemHauuHy
3.920—1 4 92a—1 _ 92023
22a+1 — 22023
1011 91010
2042 )

Ha ocnoBy mocnenme jemHAKOCTU 3aK/byUyjeMO mna je , omakJie je a = 1011,

x =201y = 21010 Jlakne, jenmmo pememe je (z,y) = (

5. Omroeop: n = 4k, 3a #erko k € N, unu je n = 4k + 3, 3a mexo k € Ny. IIpermocraBumo
na 3a garo n € N Ba)ke ycJI0oBM 3aIaTKa. RakKO je cBaku IMyT ABOCMEpHA Be3a m3Mebhy mBa
paznuumTa rpajna, Yuju Cy KpajeBu Ta JaBa I'pana, YKymaH Opoj MyTeBa je TaYHO MOJOBUHA
on 6poja 1+2+...4+n = "("2+1), Tj. "("4+1). Haxne, 4 | n(n+1), Te kKako cy n u n+1 paznuuure
napHocTy, Mopa Baxkutu 4 | n unu 4 | n+1. Axo Basku na 4 | n, rana je n = 4k, 3a mexo k € N.
Ilorkazahemo nma 3a n = 4k, k € N, umamo nmoBe3smBame rpanoBa, koje hemo 0e3 ryburka
ommrocT O3HaumTu OpojeBuma 1,2,... 4k, Koje mcmymaBa yciaoBe 3amarka. llomeaumo,
caza, CBe O3HAUeHe rpamoBe Ha TauyHo k rpyma {1,2,3,4},... {4k — 3,4k — 2,4k — 1,4k}.
Ceaka rpymna je obumka {4l — 3,41 — 2,41 — 1,41}, 3a mexo | € N, 1 <1< k. Y orBupy rpyme
{41 —3,41— 2,41 — 1,41}, rpanose o3nauene 6pojesuma 4] —3 u 4] — 2 cnojumo ca Tauno 4] — 3
myTeBa, rpamnoBe o3uavene 6pojesuma 4l — 1 u 4] hemo cnojutu ca tauno 4l — 1 myrTeBa, TOK
hemo rpanose o3nauena ca 4l n 4] — 2 cnojutu camo ca jenHuMm nyTteM. Jlako ce mpoBepasa
a CMO Ha OBaj HAUYMH HOOMIN KOHQUIYypalUjy MyTeBa KOja UCIYHaBa yCJIOBE 3amaTka. AKO
4| n+1, tj. axo je n = 4k+3, 3a mexro k € Ny, tana heMo M3BPIMUTY TOTILYHO UCTO yIAPUBAH€
3a rpamoBe o3HaueHe OpojeBuma 1,2,...,4k, nok hemo rpamoBe o3Hauene OpojeBuma 4k + 1
u 4k + 2 cnojutu ca TauHo 2k mMyTeBa, OMHOCHO, TpaaoBe o3HaueHe OpojeBuma 4k+1 u 4k+3
hemo cmojuru ca tauno 2k + 1 nyreBa. Komauno, rpamose ca pemuum O6pojeBuma 4k + 2 u
4k + 3 cmajamo ca tauno 2k + 2 myreBa. [lakie, u y oBoM cay4ajy, Tj. 3a n =4k+3, k € Ny,
“MaMO KOHQUI'ypalnujy I'pafoBa U IyTeBa KOja 3a0BOJbABA YCJIOBE 3aTaTKA.




IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Tpehu paspen - A kareropuja

1. Hera je n = (p — 2)!"? + 1. Ha ocuoBy Buisconose Teopeme, Kako je p = 4k + 1, umamo ma
je
n=p (-2 (=2)-(=4) .- (=(p—1)) + 1,

OIOHOCHO
2

n=,(p—2N (=) - (p—+1=,(p— ) +1=,-1+1=,0,
omakJe ciaemu na p | n. Bpoj n je, kao 30up KBaaparta ABa HemapHa Opoja, HEBUB ca 2, aau
uuje nemus ca 4. [Ipermocrasumo cana na je 7(n) < 8. To 6u 3HAYMIO ma N UMa HajBUIIE
nBa npocra geiawona (13 ¢Gopmyse 3a QYHKUU]Y T je OUUIJIEIHO Ia CBAKU OpOj KOju MMa
f6apeM Tpu mpocra (pakropa y CBOjOj KAHOHCKO] (GaKTOPU3ANUjA MMa HAajMame 8 nesniiana).
Otyna, xako 2! || n, umamo ma je n = 2! - p® rme je a < 2. Crora,

4p* > 20> 2n > (p—2>2(p—4°=2p> (p—2)(p—4).

W3 nocnenme HejefHAKOCTU JIAKO Hasa3umo p < 7. KoHTpamuknuja.

2. Herka je L = 22 — 420 +10 = (z —2)2+6 u R = Va3 —4 + V323 -20 + 2/9 — 23 =
Va3 — 4+ /323 — 20 + /36 — 423. Uzpa3 R je nepunucan 3a x € [\71, C/@] Crora, MO:&eMO

[a IPUMEHNMO HejeAHAKOCT M3Mely apuTMeTHYKe U KBaApaTHE CPEAUHE, U3 UYera Io0ujamo

Vad — 4+ v/3a% — 20+ V36— da® _ \/(:v3 —4) + (323 — 20) + (36 — 423)
3 = 3 oo

onaocHo R < 6. Kako mmamo nma Basku L > 6 u R < 6, nobujamo ma mopa ma Baxku L = 6 u
R =6, tj. x =2. IlupexTHOM IPOBEPOM HOOHjaMO Ia TO jECTe PEIIeHe.

3. Ilorazahemo ma Dpamko mma moOeAHWUUYKY CTpaTerujy. ¥ TapuMoO CBa MoJba TabJyie TaKo
[a 3a CBAKM Iap BaKM Ja CKakad y jeJHOM I[OTe3y Moyke qohwm ca moJ/ba Ha NOJE Koje je
wmeroB nap. Ha caunu je nmpukaszaHo Kako ce mosba Tabauna 4 X 2 m 3 X 4 MOory ymapuTu Ha
JKEJbEHU HAUMH ([I0Jba O3HAUEHA UCTUM OpPOjeM MPEeACTABILAjY Iap).

4 3 3
3 1 6
3 4 1 2 2 4 5
1 2 3 4 1 6 2

Tabna 2023 x 2024 moske ce snako nomouary tabaunama 4 X 2 u 3 X 4 (rabnunama 4 X 2
oumnryienHo ce Moxke nomrouaru 2020 x 2024, a Trabaumama 3 X 4 MOKe Ce TMOIIOYATHA IPEOCTAJN
nmeo 3 x 2024). U3 ceera HaBemEHOr 3aK/bydyjeMo na ce cBa mossa Tabie 2023 x 2024 mory
YIapuUTU Ha sKEeJ/hEeHU HAUMH. BpaHKO y HPBOM IOTE3y HOMEepa CKakada Ha MOoJbe KOje je map
IOYeTHOM I0JbYy. DpaHKO y CBUM HapeIHUM IOTE3VMa CKaKada CTaBJ/ba HA NOJbE KOje je map
nosy Ha Koje je Ama craBmo ckakauva y cBoM (mo Tana) mocnemmeM moresy. Tume Bpamko
yBek uma ”oarosop” Ha AruH mores. 3aTo, KAKO Ce MOMKEe OAUTrPATU KOHAUHO MHOTO MOTEe3a,
y HeroM TpenyTKy Ana mehe mohu na omurpa mores, unme he urpy mobutu Gpauko.



4. Tpumerumo ma je 2401 = 7%, 3amucahemo 6poj 22" kao 22" = (1 + 3 -7)". Ha ocnoBy
OPEeTXONHOr U OMHOMHE Gopmyie, 3a n = 4, BaKu

99n =14 (") .37 (M) s (M)l (M) 3t t e () 3
1 2 3 4 n
_1+(?)~3~7+(Z>-32-72+<§>~33~73+74-k,

3a Heku npuposan 6poj k. Crasumo na je

Q(")Z—l—(?)-3-7—(7;).32.72_(;),33.73

5775 3087
2087 8,

=—1—Tn—|—4410n2— n € N.

Ouuraenuo je ma momuuoM (Q(n) ysuma neaobpojHe BpemaHOCTH, 3a cBako n € N, Kao u xa
3a mera Baxu ma je Q(n) + 22" = 0 (mod 74), 3a n > 4. Mebyrum, momurom Q(n) Huje
MOJIMHOM ca 1eao0pojanM koedurmjertuma. CTora, KeQUHUMINMO TOIWHOM P 3aXTeBOM:
P(n) = 2402Q(n) = —2402 — 6935775n + 10592820n% — 3707487n, n € N. Jacuo je ma je

nonmHOM P ca 1e100pojHUM KOe(UIMjeHTNMa U IPU TOME BaKU
P(n) + 22" = 2402Q(n) + 22" = 2401Q(n) + (Q(n) +22™") =0 (mod 7%),

3a cBako n > 4. Ilposepom ce yrBpbxeyje ma monmuoM P 3an0BOoJ/baBa yCJIOBE 3anaTKa U
san=1(P(1)+22=-22-2401), n = 2 (P(2) + 222 = —484-2401) u n = 3 (P(3) + 223 =
—10648 - 2401).

5. IIPBO PEIIEIGE: Heka je X mpecek nmpasux DM u A’E. Tpeba mokazatu ma ce
X masasu Ha Kpyry k, ommocuo gna je {DXA = <DAA = f —~. Baxum: <DXA =
<AMFEA — «EMX. <MFEA = «EA'C 4+ <«ECA = <EA'C +90° — ~v. Hera je Y ra-
uka Ha 3ajelHUMYKO] TaHrenTu y A’ IBe KpyskHuIe, Kao Ha ciunu. Tamna je <BEA'C =
<EAY — <CAY = <EMA — <A AC = <EMA’ — (90° — ), roe ¢MO KOPUCTUIN YUHECHUILY
na je YA’ tanrenra Ha KpyskHune. KomOumyjyhu mperxomse jemHakocTu qobujaMo na je
<DXA =0 —-—v+<EMA — <EMX. Haksne, octaje na nokaxkemo na je <EMX = <EMA’.
HMocaemma jemuaxkoct Baku 3aro wro cy tauke H, M u A’ ronuneane (H je oproumeHTap
tpoyraa ABC) u 3aro mro cy H u D cumerpuune y oxuocy Ha BC na je <HMB = <DM B.
OsBuM je mora3 3aBpIIEH.

OPYTO PEIIEILE: Heka je N mpecexk A'D wm kpysgHune onmucase oxo tpoyria MEA’
n meka je F mpecek mpase A'M u wpyssuune k. Kawo je A’D||BC («BAD = <A’AC =
90° — B), werBopoyrao MNA'E je teruBan Tpames, na je jenHaxokpak. C oG3upom ga ce
ZIBe Kpy:KHUIle noaupyjy y Tauku A’, xomoreruja koja ciuka kpyswuuny MA'E y kpy:KHUILY
k mame npasy M N y npasy DF na je MN||DF. Cana je <FDA = <MNA' = <DA'E mro
3ajenHo y3 ummenuly na ¢y D u A’ cumerpuune y omHocy Ha cumerpasy ay:xku BC naje
na cy npase DF u A’E cuMmeTpuyHe y OJHOCY IIOMEHYTY CUMETPALy. Kako UCTO BaKU U 3a
npase M A’ u M D, to ce npae DM u A'E cexy y Tauky cuMETPUYHO] Tauku F y omHOCY
Ha cumerpany ayxu BC, koja ce takobe Hanmasu #Ha kpykunnu k. OBuUM je DOKA3 3aBpIIeH.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbuje
PEIMEIHA 3AJATAEKA OIIIIITVHCKOT' TAKMMNYEIHBA N3 MATEMATUKE

YerBpTu pa3spen - A Kareropuja

1. Bpojesu A u B, cBakako, 3aBuUCe OJ N. 3aTO, CTABUMO Ha je 3a ¢ukcupano n € N, n > 3,
A=A, u B=B,. lIlto ce onpebuBama 6poja A, Tude, uMaMO Ja CBAKO O 7 T€MEHa MOKE
na ce oboju 6uio Kojom on mare 3 mare Goje, Te je A, = 3.

Oppenumo xonuko je B,. 3a n = 3, mpBo Teme MOkeMO 06ojuTu OmiIo KojoM OGOjoM o1 mare
4 6oje, APYro TeMe He MOKEe MCTOM DOjOM Kao MPBO, OMAKJIE CIEOV a 3a HEera MMaMO TAYHO
3 moryhmocTu, mnok 3a mocienme, Tpehe Teme, HE MOKEMO KOPUCUTU HUjeAHY on O0ja Koje
CMO MCKOpUCTUIIN 3a O0jeme ImpBa ABa TEeMEHa, Te Ty OocTajy caMo ase moryhuoctu. [lakie,
Bs=4-3-2=24.

3a n = 4 umaMo aBa ciaydaja, y 3aBUCHOCTU OJX TOTa Kako cMo oGojunu tpehe teme. Ako
je oo obojeHo mcrtoMm GOjOM Kao M MPBO TEMeE, Tala YEeTBPTO TeMe MOKEeMO obojutu Omio
KOjoM Apyrom 60joM, Tj. TO MOxkemMoO ypamuty Ha 4 -3 -1-3 = 36 mauuna. Ako je oBojeno
paznauuuToM O0jOM O TPBOT TeMeHa, OHAA MOsKeMO Ha 4-3-2-2 = 48 nauuna. Jlakie, yKymHO
umamo By = 36 + 48 = 84 moryhuocTu.

Hexka je n > 5. Ogpemumo ronumko je B, y Tom caydajy. O3HauymMo TeMeHa n—TOyria ca
T1,Ts,...,T,, penom. PaznmurkoBahemo nBa ciyuaja, y 3aBUCHOCTU O]l YUELEHUIE KAKO CY
obojerna Temena 17 u Tp_q.

1° (remena Ty u T,_1 cy oGojena mctom Gojom): Tana je teme Tj,_ 5 060jEHO PA3TUUUTOM
00joM O MPEeTXOMHO yOUeHa ABa TEeMeHa. JacHO je ma TO MOKEeMO YUYUHUTHU Ha B, _o Hauwuna,
ma je To u 6poj HaumHa ga 060juMo mpBUX N — 1 TeMeHa Tako na cy temena 17 u 1,1 obojena
ucroMm 60joMm. OnaBrme ciaenu na IPeocTano TeMe, Tj. TeMe T, MOKeMO 000juTu OUIO KOjOM
oxn ocrane Tpu 60je (Mopa Gutu 060jeHo paszmumuuTo on 6oje temena Ty u T,_1, KOju Cy
ncrobojum). Ilakme, y oBOM caydajy yKynmHO mmamo 3B, o moryhux Gojema.

2° (remena Ty u T,,—1 cy obojena pasmuuntuMm Gojama): Tanma je 6poj Haumua ma 060juMO
npBux n — 1 TeMeHa, Koz Kojux cy temeHa 1j u T,_; obojeHa pasiaumuuTuM Oojama, jeqHAK
B,,—1. Ilpeocrano teme T, mosxkemo obojutu OO KOjoM on mpeocrtasne mse 6oje (Mopa
butu pasauuuto ox Goja remena 11 u T,_1). Ilakie, y oBoM ciyuajy yKymHO mMamo 2B, _1
bojema.

Ha ocumoBy mperxomsor mobujamo pekypenTHy ¢popmyny B, = 2B,_1 + 3B,_2, n > 5, ca
noyerHuM ycyuoBuMa Bs = 24 u By = 84. Iame, crapmapIHUM IOCTYIKOM 3a PeIIaBame



DEKYPEHTHUX jelnHaumHa (QU(pepeHIHNX jeqHaunHa) 1o0ujaMo Aa je KapaKTepUCTUYHA je -
HaumHa ucte: t2—2t—3 = 0, unja cy pemema t; = —1 u to = 3. Crora je B, = a-(—1)"+/-3",
n > 3, nupu yeMy ce koucranre o u  onpebyjy u3 ycaosa Bz = 24 u By = 84. Tpusujanuo,
HAKOH KPATKOT pauyHa nobujamo o« =3 u 8 =1, tj. B, =3-(=1)"+ 3", n > 3. Konauno, 3a
n mapuo je B, > A,, upu uemy je B, — A, = 3. Ako je n menapmo, tana je A, > B,, upu
yeMmy je, ucro, A, — B, = 3.

2. 3a ¢urcupan npupogan 6poj n mocmarpajmMo dysrmujy fn : [0,5) — R, nepunucany ca
Jn(x) =nsinz+tgr — (n+ 1)z, z € [0, F). Mcourajmo moroToreT dynrmmje f,. Kaxo je

] n(cos®z —cos?x) + 1 —cos?x (1 —cosx)(1+ cosx — ncos? )
—n—1= =
cos? x cos? x cos? x ’

fi(xz) = ncosx+

pasnukyjemo ciaemnehe ciydajese:
1° n = 1: Ouurnenso je fi(x) > 0, 3a cBako z € (0,%), ma je mocMarpana ¢yHKIZ]ja
s

crporo pacryha. Oryna, 3a x € (0,5) Baxn fi(z) > f(0) =0, ma je n = 1 jemno pememe.

22 ‘
2°n =2 : Tana je fi(x) = (I_COMC)OS(;:%O”) > 0, 3a cBako x € (0,%), na je mocmarpasa

3=
3
=
I

@l
@l

$pymsnuja crporo pacryha. Oryma, 3a x € (0, %) Bawu fo(x) > f(0) = 0, ma je n = 2 jexno
peremne.
1 /1
3° n>3: Hera je a; = b;;rﬂ uas = b@. Tana je as = +”2”2+ < £ 232# <
%JFQ—\/; < 1, nok je ounmraenno a; < 0 < as. 3ato je 1+ cosz —ncos’z = —n(cosx —ay)(cosx —
az) < 0, 3a csako = € (0,arccosag), na je ¢pymruumja f, crporo omamajyha ma (0,arccosaz).
Oryna je f(a2) < f(0) =0, Te GpojeBu n >3 HUCY pemena 3anaTka. OBUM CMO TOKa3aIn 1a
Cy jeovHa pemema 3amgaTka n = 1, OMHOCHO, N = 2.
3. Heka je AB = a, EX = z u EY = y. Youumo tauke F’,D’ u E’, Takse na Baxku
pacnopen Tadaka F' — A— B — D' u E' — F — C, npu uemy je F'A = BD' = E'F = a.
IMocmarpajmo poramujy 3a 60° (y mosutusHOM cMepy) oko Tauke A. Tom poranmjoMm Tauke
E.Y u F upecnukasajy ce, peaom, y Tauke E', Y’ u F'. I3 konureaproctu E,Y u F ciemu
kosmmueaprocT E'Y' u F', npu wemy je pacmopen E' — Y’ — F' u sasgkm E'Y’ = y. Ca npyre
crpane, nocmaTpanoM poranujom, tauke D', X' u C npecaurasajy ce, pemom,y D, X u E. U3
kosmEeapHOCTU Tadaka D, X u F caenn u konmureaproct tadaka D', X' u C, npu uemy Baku
pacnopen tadaka D'—X'—C u X'C = x. Ilakne, y napanenorpamy F'D'CE’ rne je F'D' = 3a
u D'C = a, umamo tauke X' u Y’', penom, ma crpamunama D'C u F'E’, upu dyemy Baku
XY’ = 3a. Koncrpumumo kpo3 X' npasy napaJenny ca AB. Heka je Y npeceuna Tauka Te
npase u ay:xu F'E’. Tana je E'Y"” = x. Illpernocrasumo na je x > y. Tanma je rpoyrao Y'Y X'
jemnarokpaku (Y'X' =YY" X') ca yrinom na ocuoBunm o 120°, mro 10BOAU IO KOHTPAAUKIK]E.
IIpermocraBumo, name, na je y > x. Tana je tpoyrao Y'Y X’ jemnarorparn (Y/'X' =Y"X')
ca yraoMm Ha ocHOBUIM o1 60°, na 6u Baskmio 3a = X'Y' =Y'Y” < F'E' = a, mro je Takobe
rOHTpaauknuja. V3 cBera HaBemeHOTr 3aK/bydyjeMO Oa je T = Yy, ITO je u Tpebayio JOKA3ATH.



4. IIpumerumo zma je —1 =24 = 2024 (mod 25), na je u P(—1) = P(24) = P(2024) (mod 25).
Tame, kako (5 — 1) =424 u 4 20, mo mamnoj PepmMaoBoj Teopemu 3armyayjemo ma P(24)2°
u P(20)?* mory 6utu kourpyenTHU camo ca 0 mwam 1 mo moxymy 5, ma u P(2024) moxke GuTn
KOHrpyeHTHO camo ca 0,1,2 (mod 5), mro uckmyuyje P(—1) = -7 u P(-1) = —6.

Ipernocrasumo na je P(—1) = —4, ommocuo ma cy P(24) = P(2024) = —4 (mod 25),
omzocuo 1 (mod 5). Tanma je mysxmo P(20)%* =0 (mod 5), omrocro P(20) =0 (mod 5), ma je
u P(20)%* =0 (mod 25). Wnak, kaxo je ¢(25) = 20, rae je ¢ Ojneposa ¢pyurnuja, us Ojmrepose
Teopeme mobujamo ma je 1 = P(24)%° = P(2024) = —4 (mod 25), mTo Aaje KOHTPaAUKIA]Y.

Komauno, xkana 6u P(—1) = —5, o6a P(24)?° u P(20)?* 6u mopana 6utu nemusa ca 5, ma
6u 06a Mopasa 6utu messuBa u ca 25, omakie 6u —5 = P(2024) = 0 (mod 25), mro HaM jomr
jeoHOM maje KOHTPAIUKIN]Y.

5. ITocmarpahemo Tpu ciayuaja.

1° z € (0,1): CraBumo Hajen=2ur=r,13=q5=5=1€Z

2° x € Q: Axo je x meo, noBOJBHO je y3etu n =1 u x1 =z € Z. IIpernocTaBuMo na mMOCTOjU
panmMoHaJaH Opoj, KOju HUje Ieo, T = ’q—’, p€Z, qeN, (pq) =1, ¢=2, 3a Koju He Baske
ycyioBU 3adaTka. Tama, MOCTOju U pallMoOHAJaH OpPOj ca MPEeTXOTHOM OCOOWMHOM, KOjU mMMa
HajMamy UMeHnIan (CKyI CBUX MMEHUIANA PALMOHAJIHUX OpOojeBa ca IPeTX0JHOM OCOOUHOM
je momckyn ckyma N, re mma majMamu enement). O3HAUMMO ra, MOHOBO, Ca T = ¢ P € Z,
g €N, (pg) =1, =2, 3a meko p € Z. Tanma, p = bg+r, THe je r ocTarak IpU AELEHY

r L

6pojapcagq, 0 <r <gq, r e N. Cuenn, {—;’1—} = + = 2. 3a oBaj panmonasan 6poj, Tj. 3a
q q

= ’T—’ IOCTOjU MPUPOAAH OPOj M U KOHAUAH HU3 PEAJHUX OpojeBa Yi,Ys2, ..., Ym TAKAB Oa je

=2, Ypr1 = {y—k}, 1<k<m—1, upu uemy je y,, € Z. Mebhyrum, craBmajyhu n =m+1
Yk

uzxr =z = 57 To = Y1, T3 = Y2,..-,Tm+1 = Ym € Z, mobujaMo na m pamnuoHaiaH OpPOj

T = § 3a/10BOJbABA YCJIOBE 3aaTKa, IITO je KOHTpaauknuja. Jlakiae, panmoHasHu OpojeBu

3a00BOJHABA]Y YCJIOBE 3aTaTKA.

3°xz ¢ QU (0,1): IpernocTaBuMoO 1a 3a OATO T, Y OBOM CJIyuajy, HOCTOjU MPUPOAAH GPO]

n (jacHo je ma je n > 2, jep T HUje Ie0) U KOHAUAH HU3 PEAJHUX OpPOjeBa X1,x2, ..., Ty, TAKAB
na je rp = T, Ty = ﬁ’ 1<k<n—-1, upu uemy je z, € Z. Kaxo je z, ueo, oH je u
Tk

panmonasaH, Te nocroju HajMame k € {1,2.....n}, TakBo na je xj pammonanan. OuurienHo

je k> 1, jep w1 = = HUje Heo, onakie je Ty = {i::}. Haxkne, xp € Q, Tj. {i::} € Q. Kaxo

Je

Tro1  |apon) F{eeoa} |Zk—1]
o g may




nobujaMo ma je % € Q. Cana, yronuko je |zk—1] # 0, T0 je ﬁ € Q, onakie je u

caM pasJjioMJbeHu meo O6poja Tip_1 panumoHaJaH, Te je U caM O0poj rr_1, Takobhe, panuoHaJaH,
mro je kourpamuknuja. Ca mpyre crpame, ako je |zx—1] =0, Tana je xx—1 € [0,1) un # k—1,
omakJe caenu na 6poj xrp—1 HUje 1eo, Tj. Baku rx—1 € (0,1). Ouuraenuo je y oBoj curyauuju
n>3,jep3an:26HCMomManmx1:x§éme2:{fc—}eZ, 1j. k=2, k—1=1, na 6mu
Mopauto Bakutu ri—1 = x1 € (0,1), mro e moxe. Hakae, n >3, te ce moke Hahu unmexc
k — 2, 3a roju je ucnymeno 0 < {;c:—:z} =21 < 1. Cnemnt x_o < {Tx—2}, kA0 U T2 > 0,
mrTo je memoryhe.
Hakne, z € QU (0,1).



IlpymTeo maremaruuapa Cpouje
PEIMIEIHA 3AITATARKA OIIIMMITUHCRKOT TAKMUYEIHBA 3 MATEMATUKE

IIpBu pa3pen - B kareropuja

1. Ilpuvmerumo na ce HU y jemHoMm 2 X 2 kBagpaTy Ha Tabiau He mory mahwu nBa kKpaJea, jep
6u ce onu Ttana mMehycobHo Hamanamu. Kako tabay 8 X 8 MOKEMO jeJHOCTABHO IOJEJUTH Ha
16 nucjyHKTHMX KBaApaTa JUMeH3uje 2 X 2, 1 KaKO Ce Yy CBAaKOM o[ BhuX Moxke Hahwu HajBume
jenaH KpaJp, TO Ha Tabuu Moke OmuTy HajBume 16 xkpasseBa. IIpumep ca 16 xkpasseBa ce MOke
nmocTuhu Kao Ha CIUIU KCIOM.

g
]

0
il

il

2. Osmaummo ca p uckas ,Muaznen kynyje kynuae“. Tana je meranumja mckasa p, Tj. HCKa3
1p 3ampaso uckas ,Muanen ve Kymyje xymuue“, Tj. ,Munanen kymyje mamuue®). Tarobe,
03HAYMMO Ca ¢ WCKa3 , PacTro Kymyje kynuHe", Kao 1 ca r ucka3 ,VIBan kynyje kynmue".
Tana, naTte pedeHUIe MOKEMO 3aIUCATH KaO:

1°ap = (¢ & ).
2° aq = (r\Yp).
3r=(per).

Hanpasumo oarosapajyhy rtabiuily nCTUHUTOCTH:

|p|q|7‘|ﬂp|q©T|1°|—|q|ryp|2°|p©r|3°|1°/\2°/\3°|
0{0]|0]| 1 1 1] 1 0 0 1 1 0
0j{0|1]| 1 0 0|1 1 1 0 0 0
0{1]0]| 1 0 010 0 1 1 1 0
o111 1 110 1 1 0 0 0
1100 0 1 1)1 1 1 0 1 1
1(0(1]0 0 1] 1 0 0 1 1 0
111100 0 110 1 1 0 1 1
1110 1 110 0 1 1 1 1

Kako cMo mobunu Gapem jenHy jeOUHUIY y MOCIENI0j KOJOHUW, TO CY AaTe M3jaBe HEIpOo-
tuspeune. Ca mgpyre crpaHe, KAKO HEMaMO TAYHO jeIHY jeIUHUIy Y HOCJENEHOj KOJOHU, TO
HEe MOKEMO 3a CBY TPOjULy yCTAHOBUTH KO mTa Kymyje. MebyruMm, moxkeMo Bumeru mira
je 3ajeTHMYKO 3a CBe BaJjlyalldje MCKa3a p, ¢ U T, KOje Hajy JeIUHUIY y MOCJIETH0] KOJOHU.
JacHo je ma je y muramy BpeOHOCT MCKa3a p, KOja je y ¢cBe Tpu Bapujante jemuara 1. Jlakme,
3HAMO ma MianeH Kynyje KyInHe.



3. Hexka je v yrao y temeny C tpoyraa ABC. W3 ycaosa 3anmatka je u <AED =+, jep je
tpoyrao AEC jenmarkokpaku. Oszmaumnmo ca F npecek npasux AE u M D. V3 nperxonHor je
u <FED =+, jep cy tauke A, F' u F konuneapue. JacHo je ma je rpoyrao BDH mpasoyrim,
ca mpaBuM yriioM y Temeny D, omakie 3amkyuyjemo ma je MB = MH = MD, jep je
M cpenumite xumorenyse, Tj. ny:xku BH, Ttor mpaBoyrsor tpoyraa. Ilakme, <BDM =
<<MBD = 90° — v. Kako cy tauxke B,F u D konuHeapHe U y HaBEeIEHOM DPaCIOPeIry, TO
je <EDF = <EDM = <BDM = 90° — . Ilariue, tpoyrao EDF je mpaBoyrim ca IpaBuM
yriom y temeny F, omuocuo, mpaBa NF', tj. npaBa AE, je mopmasna ua npasy MD. Ca
Apyre cTpaHe, Kako je tauka N cpenumre nysxku AFE, a tauka D cpemumre ny:xu EC, To je
oy ND cpemwa aunuja tpoyriaa AEC, omakie ciaemu na je npasa N D mapaJiesna npasoj
AC, na je camum TuM m HOpMaJiHa Ha npaBy BH. Ilakne, Baxku M S je mpaBa HOpMAJIHA HA
ND. Kouauno, ako nocmarpamo tpoyrao M DN, sumumo na cy npase MS u NS, tj. MS
u NF, merose BucuHe, Koje ce ceky y tauku S. Ilakme, tauka S je OpTOIEHTAD TPOYLJa
MDN, onakiue cienu na je npasa DS merosa tpeha Bucuna. Ilakme, DS je HOpMaaHO Ha
MN.

4. Tpso, npumernmo na je pyrruumja f : [0,1) — (0, 2] 6ujerunja. ITpu Tome Baskm 1< f(2) <2,
3a cBako z € [0,3], kao n 0 < f(z) < 1, 3a cBako z € (5,1).

(a) U3 mperxomHor, axo je r pememe HejenHaunue f(z) > 3, Tama je x € [0,3], ma us
nperxogHor nobujamo ma je f(x) = 2x+ 1> %, Tj. T 2= i. Ilakne, pemema HejeTHAYWHE
cy cBU peasHu GpOjeBU M3 3aTBOPEHOT MHTepBaia |1, 1].

(6) Hera je y = f(z), z € [0,1). Tana je y € (0,2], na hiemo nocmarparu nBa ciydaja.

1° y € (0,1): Habumo ono z u3 momena ¢pymrnuje f 3a roje je f(z) =y € (0,1). Ounuraenno
je Tama § <z <1, onakne je y = f(z) =2z —1, 1j. x = ”TH
2° y € [1,2]: Ompenumo cana oHo x u3 gomeHa Gpyuxuuje f 3a koje je f(x) =y € [1,2]. Jacuo
je ma je tama 0 < x < %7 omakiue mobujamo ma je y = f(x) =2z 41, 1j. x = =1

2
Ilakme, nasepsaa dynrmaja f~1: (0,2] — [0,1) ¢ysrmumje f je ompebena ca

y+1 :
f_l(y): 2 aKO%eO<y<1,
5=, akoje 1<y<2.

5. Bumumo ma je abc 4 cba = 101(a + ¢) + 20b, kao u def + fed = 101(d + f) + 20e. Hake,
Basku 101(a+ ¢) +20b = 101(d+ f) + 20e, 1j. 101(a+c—d— f) =20(e—b), a-c-d- f #0. U3
OpeTXOJHe jeAHAKOCTU BUIUMO ma 6poj 101 mopa ma menu 20(b—e¢). Mebyrum, 6poj 101 je
npoct u He nenu 20, onmakise 3akmydyjemo na 101 mopa ma menu b —e. Kako je oBaj 6poj
m3meby -9 u 9 (y nuramy cy uudpe), raga ta paziauka Mopa outu 0, Kao jequHu 6poj y TOM
oncery koju je memus ca 101. Hakue, b=e (kao u a +c=d+ f).



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Ipyru pa3pen - B kareropuja

1. IIpeacraBumo cTo Kao Tabay aumen3uje 2x 15. [Ipumerumo mga maBa MecTa jeaHO OO APYTOT
WM jeTHO MPEKO IMyTa APYrOor y MOCTABIUW 3aAaTKa 3allPaBO OArOBAPAjy JOMUHU IUMEH3U]je
1 X 2 ma mocmarpanoj tabiau. 3aro hemo npso npebpojaTtu Opoj HaUMHA na NOMEHYTY Tabiy
OIJIOYAMO TOMUHAMA, KOje HaM cala IPEeACTaBibajy mapoBe. AKO ca G, O3HAYMMO OPOj
HauMHA mMa Tabay 2 X n momiIoyaMo JOMUWHAMAa, JAKO AoOMjamMo ma 3a N > 3 BAKU A =
Gp-1 + Gp—2. 3aucra, DOHmE JEBO MOJHE MOKEMO IOIJIOYATH YCIPABHOM JOMUHOM, ONAKJE,
nocrasmajyhn je, cmo Tabay cmamuian Ha Tabry muMmensuje 2 X (n— 1), uam XOpU30HTAIHOM,
OMlaKJIe CJIeNU na Y TOM CJIydajy U M3HAM e MOpPa CTAjaTH XOPU3OHTAJIHA AOMUHA, [a CMO
Tabiy 3anpaBo cMamuan Ha Tabiny muMmensuje 2 X (n — 2) (cauka). Kako je a; =1 n ag = 2,
ITO je TPUBUjAJIHO, JAKO padyyHaMo ma je ais = 987. IlomTo cama y cBaky AOMUHY MOYKEMO
pacHopeIuTy Myska U KEeHy Ha IBa HauuHa (HUje OUTHO KO je y KOM IIOJbY KOje je HOMUHA
nokpua) - Ha 21 maumHa, a U MapoBe MOKEMO pacmope T Ha OUITo Koju HaunH (Huje GUTHO
KOM TIapy oAroBapa Koja moMuHa) - Ha 15! Haumna, nobujamo kKoHauHO pememe 987 - 215 . 15!,

2. Hexa je f(z) = ax®’+bx+cu g(x) = cx?+br+a, 3a cearko x € R. C 063upom na je pyHEITja
f mosuruBHA 3a cBe peasnne Opojese x, cuenujanno Baxku ¢ = f(0) > 0. Paznuryjemo caenehe
cay4dajeBe:

1° a =0: Yronuxko je b # 0, onzna je f(—7) =0, mTo je y cynporsocTu ca ycmosom. llaxie,
ako je a = 0, onna je u b = 0. Kako je ¢ > 0, onna je samcra g(x) = cx? >0, 3a cBako x € R.
2° a # 0 : VI3 ycaoBa mo3uTuBHOCTU KBaapaTHe ¢yHkuuje f, 3a cBako z € R, mmamo na je
Dy =b* — 4dac < 0. 360r ¢ > 0 umMmamo 1a je g KBaapaTHa (GYHKOUja, a HEHA MMCKPUMUHAHTA
je Dy =b* —4dca = Dy < 0. Iakze, g je kBaapaTHa QyHKIMja Koja je KOHBeKcHa (360r ¢ > 0)
U 4muja je OUCKPUMUHAHTA Mama OJ HyJe. 3aTo je (yHKHuja ¢ CTPOro IO3UTHUBHA 33 CBE
peasHe 6pojese, Te Basku u HejemHaroct g(z) = 0.

3. Younmo Taury Cp mHa mosynpasoj DC, ca mouerkoM y Ttauku D, takBy na je DC; = AX.
Yxomuko ce tauka (7 moknama ca taukoM C, omma cy yriosu <ADX <DXC u <XCB
YIJVIOBU Ca TMapajeIHUM KpaluMa, Te Cy BUXOBe CUMeTpaJtie mapaJeiade. PazMoTrpuMo, cania,
cayuajeBe kana ce tauke C; u C He moriamnajy. Kako ce m3 tavaka C; n C nyx XB
BUIAU TOJ jeAHAKUM YTJIOBUMA, NMPU UYEeMy Cy IOMEHYTe Tauke ca ucrte crpaHe mpase X B,
3akmpyuyjemo ma tauxe X, B,Cy; u C npunaznajy jemsoj Kpy:kHurmu. Heka je p cumerpadsa
nyxu AB, a = <DAB u f = <CBA. Ykonuro je raura C; nameby rauvaka D u C, nmamo ga
je <X C1C = 180° — « (jep je uerBopoyrao AXC1D mapanensorpam), IOK, 300I TETUBHOCTU



uerBopoyraa X BCCy, Bawku u <XC;C + § = 180°. 3aro je o = 3, onnocuo tpamez ABCD
je jemHakokpak. ¥ ciaydajy nma Baxkum pacmnopen tadaka D — C — Cp, 300r teTuBHOCTH je
B = <«XC1C, rao u <XC1C = « (jep je uerBopoyrao AXC1D napamsenorpam), e je u y
oBoMm cayuajy ABCD jemmakokpaku Tpame3. Kako cy cama cumerpaje yriosa <ADX u
<XCB cumMmerpuyHe y OIHOCY Ha NpaBy p, Koja je yjemuo u cuMmerpadtia yriaa <DXC, Tto ce
OHE CEKy Ha p WJIM Cy HapaJiejHe ca p.

4. Kaxro je CFE rtexumnba ny:x, 1o je AE = EB, te xkako je ED 1 AB, 1o je Tpoyrao
ABD jemuarkorkpak. Ilakme, AD = BD u <ABD = <BAD = <DAC, onakne ciemu na je
<ADC = <BAC (cmomammu yrao Tpoyria je jemHak 30Mpy ABa HeCycelHA yHYTDAIIHA
yraa tor tpoyraa). Crora, tpoyraosu ABC u DAC cy canunu. Opasne je AD : AB =
CD: AC = AC : BC, 1j. AD = 4BAC 4 0p = ACC . Jlage umano na je BC = BD +CD =
AD+CD = %&““Cz, tj. AB-AC = BC? — AC?. Kaxo je F mommosje HOpMaJe U3 Tauke
C nma mpasy AB, 10 je AC? = AF? 4+ CF?, na je BC? = CF? + BF? = CF? + (AB — AF)? =
CF?+AB?-2-AB-AF+AF? = AC?+AB?-2-AB-AF, onakne ciemu AB-AC = BC? - AC? =
AB? —2.AB - AF, 1j. AC = AB — 2AF, onaxne cienu tBpheme.

5. Kaxo je 2024 = 23-11-23, To je 2024™ = 23" . 11" . 23", omakye 3aKbydyjeMo 1a je yKyTaH
6poj npupomuux geauaana 6poja 2024" jemnax (3n+1)(n+1)(n+1) = 3n+1)(n+1)% = 160.
Onpenumo npuponan 6poj n, KOju 3a00BObaBa NIPETXONHY jenHaunny. Kako je (3n+ 1)(n+
1)2=3n3+T?+5n+1>3n3 > 3-64 > 160, 3a n >4, T0O je MOBOLHO UCIUTATHU A& JIU TOCTOJI
pememe 3a n =1, n =2 uau n = 3. TpuBujaano ce mpoBepasa na n = 3 jecTe pemene.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Tpehu pa3pen - B kareropuja

1. IIpunmetumo ma je

sina—cosa = 2023(sin Ssiny — cos S cos7)
—2023 cos(8 + 7).

W3 Ttpoyraa ANABC umamo na je « =71 — 8 — 7. 3aMEHOM y IIPETXOIHU MU3Ppa3 a00ujamo

sina — cosa = —2023 cos(m — a) = 2023 cos .
i 2024
Konauno, 3amenom mobujamo ma je tga = S cosa _ 2024, Te je
cos o cos

1+tga+tg?

s— = 4096576.
1+ctga+ctg® o

2. Ykomuko ce tauke X u Y morisamajy, cBakako Jyexke Ha kpyry ca A u D. Ilpernocrasumo
3aTo na cy X u Y pasmuuure. [Ipernocrasumo ma npase BC u AD Hucy mapaJiesine U HEKa
je F muxoB mpecek. DBe3 yMmamema ONIITOCTA MOKEMO NPETIOCTABUTH Oa CY paclopenu
tauaka FE — D — Au E—C — B. Tana je X nenrap ynucane Kpy:kHuie tpoyriaa FEAB,
Ila ce HaJa3uW Ha CUMETPaiu yHyTpallmer yria kox temexHa FE tor tpoyria. Crauuno je YV
IEeHTap CIIOJha NPUMKCAHE KPY:KHUIE HacupaMm teMera F tpoyraa FDC, na ce nu Y Hasasu Ha
CUMeTpaJI YHyTpAIIker yria Kon TeMeHa F Tor Ttpoyria, onHocHo E, XY cy koiauHeapHe
tauke. Heka je <A = 2, <D = 2. Tana, jefHOCTaBHUM PaUYyHOM yIrJIOBA HAJIA3UMO:

1
JAXY =<9AEX +<FAX =a+ §<IAEB =

:a+%(180°—2a—(180°—25)):a+(ﬂ—a):ﬂ:<1ADY7

omakje 3aKbyuyjemMo ma je yerBopoyrao DAXY 3awmcra teruBan. Kama cy mpase AD u
BC napanenne, yuersopoyrao ABCD je jemmakokpaku Tpares, na je u DAXY jennaxkokpaku
Tpame3, OJHOCHO TETUBAH YETBOPOYTAO.

3. (a) IIpermocraBuMo na je jemaH yJYeHUK IpUjaTess ca CBUMA (OCTAIU MOTY Ha Ce Ipe
JKyPKe He mo3Hajy), Tj. ca ocramux n—1 ocoba. Tana he cBu HAKOH sKypKe OuTU npujaresnu,
mTo HaMm gaje n — 1 mpujaresscraBa y oBoM ciayudajy. Ca apyre crpade, IPETIOCTABUMO 13
je MmHMManaH Opoj mpujarescTaBa, Koju je morpeban na 6m Bamkumo ycioB y meny (a),
jemHaxk m, m <n — 1, Tana, ako OM CBaKM YUEHWK Ipe Kypke Ouo mpujaresr ca bapem
OBa Opyra ydeHWKa, Tana Ou yKyman Opoj mpujare/rcTaBa Ha MOYETKY Ouo Oapem n, mTo
He Moke. (rora, mOCTOju yUYEHHK KOJU je Ipe »KypKe MMao HajBUIIE jeIHOI NPHUjaTeba.
YKOMUKO OH HUje MMao MpUjaTeba YOIINTe, Tana Ha Kyplu Hehe ymo3HaTw HUKOT, IITO je
memoryhe. [lakae, oH MOpa UMATU TAYHO jeTHOT TIpHUjaTesha Ipe Kypre. Romauno, ma O6u o
Ouo mpujaTes ca CBUM YUYEHUNMMAa HAKOH sKYPKe, Taldd YYEHUK KOjer je jeIMHO MO3HaBao Ipe
JKypKe Mopa OuTu Ipujaress ca CBUM OCTAJUM OUYeHMnUMa Ipe skypke. Ilaksie, m je OGapem
n—2+1=n—1. Crora, Mmurnmagas 6poj npujare/scTaBa je n — 1 y OBOM ciydajy.

(6) HoraskuMm ma je y OBOM Ciydajy MakCUMaJiaH OpOj IpuUjaTelhCTaBa HA MOUYETKY jeJHAK

—1 -2 . . .
(")2#. IIpernocTaBrMO na HEKM YYEHUK HUje NpUjaTess HU Ca jJeTHUM OJ YYEeHHKa Ha



[OYETKY, Tj. Tpe KypKe, Te na ce cBu ocramu (ocrasno ux je n—1) mehycobuo nosuajy. Tana,
HaKOH jKyPKe, Taj yYeHUK U Omio koju npyru Hehe O6utu npujarenu, a 6poj mpujaresbrcraBa
je ympaBo % Ila 6u HAKOH Ky pKe HEeKa [Ba yUeHUuKa, penumo yuyeHui A u B, u name
OCTaJ1 HEYNO3HATU, Tj. HUCY IOCTAJU NPUjaTe/bU, Tana KOH(PUIypalnuja IpUjaTe/bCTaBa Ha
IOYETKY MOpa M3rJefaTu Tako Oa 3a cakor yuenuka C, C # A, C # B, y tpoyray ABC
Mopa Hemocrajatn ,,crpanuna’ AB (jep Hucy mpujaremu) u 6apem jenna on ,crpanuna’ BC
nmu CA (mory m o6e). Kako pasnauuntux tpoyraosa obauka ABC mmamo n — 2, Te Kako ce
u3 cBakor usbaiyje 6apem jemna crpanuna pazauunta onq AB, kao u cama crpanuna AB, To
je yKyllaH 6poj mpujaTesLcTaBa Ipe :KypKe HajBUIIe @ —(n—24+1)= @ —(n—-1)=

(n—=1)(n—2) (n—1)(n—2)
2

. Ilakse, makcuMaJsian Opoj mpujaTesrCTaBa je 5

Y OBOM CIIyYajy.

4. Heka je a =13 u a = 120°. IIpermocraBumo, 6e3 ymamema ommTocTu, na je b > c. Tana,
Ha OCHOBY KOCHHYCHE TeOpeMe, BarKu

13%2 = b* 4+ ¢* — 2bccosa = b + ¢ + be = (b — ¢)? + 3be.

Bpemnocr 3a b— ¢ Mmoske ma Oyne 6uio koja u3z ckymna {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, jep je a
Hajayska (ocTasie Cy CTPOrO Mamhe) CTPaHWUIA MOJIA3HOT TPOyTia (HacupaM me je TYH yrao).
Axo je b—c =1, tana je bc = 56, omakie 3aMeHOM HaJa3uMo na je b = ¢+ 1, omakie je
0=c?+c—56 = (c+8)(c—7), mTo maje pememe b =8 u ¢ = 7. AHaJOTHO ce MpOBepaBajy CBU
OCTaJI CIyYajeBU U3 KOjux mobujaMo ma He MOCTOju APYTU TPOYrao KOju UCHyHaBa maTe
ycaoBe (HEKU CIydajeBu MOTY JIAKO Oa ce onbale, IOCMATPAmEM MO MOLYJILY 3 WA MOLYILY
5). IIpema TOMe, mMOBpHmIMHA TPOYTIA je

p_ bcs;noz 143,

5. Ouurnenno je 23" =0 (mod 4), nox je 32024 = 321012 — (32)1012 — 91012 = | (10 4), Kao
u 32024 = 34506 — (34)506 — 81506 = 1 (mod 5). Oumraemno je m 32924 = 81°%6 = 1 (mod 20),
1j. 32024 = 200 4 1, 3a Heku mpUpomAH 6pOj a, OmAKIe ciemn ma je 25 = 220a+l — 9.920a —
2. (210)2a = 2.(1024)2* = 2 (mod 25), jep je 2a napan. Hakme, 6poj 28 je oGmuka 25b+ 2,
3a HEeKO (BEJMKO) IPUPOIHO b, Tj. 23" = 95b 42 u memus je ca 4. Crora, b He MOKe TaBATH
ocratke 0, 1 nnu 3 npu nemewmy ca 4, Beh uckmyuso 2. Cnenn 23"" = 95h+2 = 52 (mod 100).



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHA 3AJATAKA OIIHNITVHCEKOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Yerspru paspen - B kareropuja

1. Heka cy pemema mare jamHadmHe O3HA4YeHa ca 6, b =a+d u ¢ = b+ d. Kako onu uune
apUTMETUYKY IpOrpecujy, umamo aa je a + ¢ = 2b, mro ca BueroBom ¢opmynom a+b+c =

a _ =63 _ ; -7 b= —% — _ =56 _ 56 ; -7
-2 =——5= =T naje b= 3. V3 Buerose popmyne a-b-c=—g2 = ——= = 3, Kako je b = 3,
nobujamMo ma je a-c = %. Kako onm umae apuTMeTUUYKy TpOTrpecujy, uMmaMo na je a =b —d,
a ¢ =b+d, omaxne nobujamo na je (2 —d)-(Z+d) =5, 1j. £ -d?> =28, te je d= 2. Ilaxe,

pemema cy: a:%,b:%mc:él.

2. Heka ja A Bpemnoct Tpaskenor uspasa. CraBumo na je B =tga. [Ipumerumo na je

sina—cosa = 2023(sinSsiny — cos fcos7y)
—2023 cos(8 + 7).

N3 Tpoyraa ABC mmamo na je o =7 — 8 — . 3aMEHOM y IPETXOMHU M3Pa3 nobujaMo

sina — cosa = —2023 cos(m — a) = 2023 cos v,
i 2024
omakJe HaJga3uMo na je B =tga = e cosa _ 2024.
cos o cos o

Mebyrtum, cpebuBamem TpakeHOr m3pasa, Tj. U3BJIAYEHEM jeTHOT YIaHa U3 CBAKOr 01 cabu-
paka y GpojuoIy, HAKOH MHO¥ema Opojuona u mvernona ca B2923 (B #0), nako Hamzaszmmo
[a ce UCTU CBOIU Ha

B(l 4 B 4. +B2022)B2023 32024(1 +B+ o+ 32022) B B2024

B3l Ly 4 k) BP24 B2y 4B+l

Haxme, A = 20242024,

3. Paszmsajahiemo ciyuajeBe y 3aBHCHOCTU OJ TPOjKe MOIyNUX Iy:KMHA NEKATHOT 3aIrca
OpojeBa 3a maH, Mecell U TOAUHY, TakO ma je 3a 12.12.1212. omrosapajyhia Tpojka (2,2,4).
Mucahemo y HacraBky & 3a OpBY, a Yy 3a APYry UA(PY OPEKPACHOCTU garyMa (Koje jenuH-
ctBeno oapebyjy marym mate Tpojke).

e (1,1,1), (1,1,2) u (1,1,3): Tomuna je cBaKako mpe TPeHyTHe, TAKO Aa 3a IU(PY HaHA
¥ Mecela oarosapa Owio koja mudpa ocum Hyse, mro naje 9-9 = 81 maryma 3a marty
IOy3UHYy TOIUHE, OMHOCHO 3 - 81 = 243 yKymnHO.

e (1,1,4): OBor myra uMaMoO OrpaHUYEH € HA TOAUHU, a JATYM je OOJIUKa T.y.Tyry.. JacHO
je 0 < x < 3, a kama 6u 6uso 2, y 6u mopaao doutu 0, mo uHuje moryhe. IIpema Tome,
r =1, u Taga Ha Yy HeMa orpanmdema ocuM y > 0, mro maje 1-9 =9 maryma.

e (1,2,1), (1,2,2), (1,2,3), (1,2,4): Kanma rox je mecen myswwuue 2, jenuae Moryhe Bpen-
woctu cy 10, 11 u 12, ma je y = 1. IIpurom x muje 0, mrTo ocrasma aBe MoryhuocTu 3a x
1 IpeMa TOME ABa JAaTyMa 3a AaTy OY:KUHY TOAWHe, OMHOCHO 4 -2 = 8 yrynHo. [Ipume-
THMO Ia y HOCIEeNlmeM ciydajy ¥y = 1 maje cBakako JaTyM M3 IPOIIJIOr MUJIECHUjyMa, IIa
je m360p x caobomaH.

e (2,1,1) m (2,1,3): Moryhe Bpemnoctu 3a x cy 1, 2 u 3. Kazna je x = 1, y moxke y3ern
OMI0 KOjy BPEIHOCT CeM HyJe, Ta uMaMo neBeT Moryhuoctu. Kana je x = 2, 3axkmyyay-
jemo ma je y muramy ¢ebpyap onpebeHe romwue, ma cBakako mmMamo 8 MoryhHocTH



3a y. Wnak, kama 6u y O6umo 9, y muramy O6m Ouma 9. wmam 929. rommma Koja HUje
npecTynHa, na oBO M Huje Moryhe. Komauno, 3a x = 3, y nuramy je MapT, a Kako Y
HUje HyJa, y Moke Outu camo 1. YKymHO y oBoM cayuajy umamo 2- (9 + 8 + 1) = 36
3anamyjyhux maryma.

e (2,1,2): Ucro kao Masyonpe, y3 Ty pasiuKy ma je oBor myrta x = 2, y = 9 moryhie jep
je omroBapajyhm marym 29.2.92.; a 92. romgumua je Ousa TpecTymHAa, Ma OBIE WMaMO
94+ 941 =19 zamamyjyhux maryma.

e (2,1,4): Cama mopaMo ma3uTu Ha OrpaHWYene na je romunaa Hajsume 2024. Taxko je 1
jemmua MoryhHOCT 3a Yy, MOK je x 300r 6Gpoja mana orpaHudeHo Ha 1, 2 u 3, Tj. YKyIHO
3 maryMma.

e (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3) u (2,2,4): 306or mecena je x Hy:}kHO 1, ma 3a y ocrajy
moryhuoctu 0,1,2, mro naje 4 -3 = 12 zanamyjyhux maryma. IlpumernMo na je y
oBoM cayuajy y = 0 moryhe jep ce Hurme He mojaBibyje Kao IpBa mudpa.

3akmyuyjemo na je y Hosoj Epu mo mamac 6uso tauno 330 sanamyjyhux maryma.

4. Osmauumo ca D mpecek npasux CS u AB, a ca M cpenumre nysxu AB. Kako cy npase

ST u AB napaJeime, a TEKAITE ce HAJIA3U Ha 2 Teskumue ny:xu C M, no Tanecosoj Treopemu
p ) 3 Y ) ] p

je DM = 4.5. Kako je M cpemumire AB mako pauynamo AD =8 u BD = 17, a xkako je CD

cumerpadia yraa LACB, 3uamMo na je g—g = g—g = 18—7. O3sayuMo cala ca T IOJNYIPEUYHUK

yuucane kpyskuune tpoyriaa ABC, ca ¢ mysuny crpanune AB, ca h. Oy:KUHY BUCUHE OBOT
Tpoyraa us remena C, ca S Heros noyobuMm, a ca P BmeroBy moBpimmey. 300T mapaieIHoCcTr

npasux ST u AB 3uamo na je r = % Kako je P = % = r-§, U3 IPETXOIHUX Be3a H0bujamo
5= %c, omuocuao CA + CB = 50. Kako Beh nmamo % = 18—7, 3akmpyuyjemo ma je CA =16 u

CB = 34.

5. U3 p>2 no6jamo na je 21 = 2048 > 2024 > p? >29" e je 10>¢". Crora, ¢<2u 2* > 10>2",
omakse mobujamo na je r < 3. Axo je p > 3, Tanma Basku 2187 = 37 > 2024 > p? > 3‘1T, Te je
23 >7>¢">2". Cnemm, 3> 7, 1j. r =2, nmajeq? <7, 1j. ¢=2. Onasne je p> +22+2 = 2024,
tj. p* +6 = 2024, Tj. p* = 2018 ,mro je memoryhe. Iakme, Mpa Bazutu p = 2. Crora, ¢"
He Mosxe OomTu 10, ma je 2024 < 2° 4 ¢" + r < 5124 10 + 3 = 525, mro je, Takobe, memoryhe.
Ilakne, jenHaYMHA HEMA PeEUIeHA y CKyImy P.



