
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - A kategorija

1. Neka je n = 21982145917308330487013369 = a13. Kako n ima 26 cifara dobijamo da

je n < 1026, pa je a < 100. Kako je 813 = 23·13 = 240

2 = 10244

2 ≈ 5 · 1011 < 1012 (813 =
549755813888), odakle je 8013 = (8 · 10)13 = 813 · 1013 < 1012 · 1013 = 1025 < n. Ako sa c
oznaqimo posledǌu cifru broja a, tada nalazimo da je ona 3, 7 ili 9, jer je a13 ≡ c13 ≡ 9
(mod 10). Kako je 34 ≡ 74 ≡ 94 ≡ 1 (mod 10), dobijamo da je i 312 ≡ 712 ≡ 912 ≡ 1 (mod 10),
te mora biti a = 9. Dakle, imamo dve mogu�nosti: a = 89 ili a = 99. Me�utim, ako
je a = 99, to je on je deǉiv sa 3, odakle je i n = a13 deǉiv sa 3, kao i sa 9. KOnaqno,
zbir cifara broja a je 107, pa on nije deǉiv sa 9. Dakle, a = 89.

2. Dokaza�emo da Branko ima pobedniqku strategiju. Obeleжimo poǉe table sa
(i, j), i = 1, 2023, j = 1, 2024, akko se nalazi u i−toj koloni i j−oj vrsti. Uparimo sva
poǉa table na slede�i naqin: par qine poǉa (i, j) i (i, 2025− j), i = 1, 2023, j = 1, 1012.
S obzirom da se uparena poǉa, u svakom paru, nalaze u istoj vrsti (prva koordinata),
kraǉica u jednom potezu moжe do�i sa ma kog poǉa na poǉe koje je upravo ǌegov par
(kre�u�i se kao top). Branko u prvom potezu pomera kraǉicu na poǉe koje je par
poqetnom poǉu. Branko u svim narednim potezima kraǉicu stavǉa na poǉe koje je par
poǉu na koje je Aca stavio kraǉicu u svom (do tada) posledǌem potezu. Time Branko
uvek ima ”odgovor” na Acin potez. Stoga, kako se moжe odigrati samo konaqno mnogo
poteza, u nekom trenutku Aca ne�e mo�i da odigra potez, qime �e igru dobiti Branko.

3. Dokaza�emo da broj N moжe da se zavrxi sa najvixe 2 nule. Za n = 3 je, svakako,
N = 13+23+33+43 = 1+8+27+64 = 100, te se on zavrxava sa taqno dve nule. Ukoliko
bi se za neko n ∈ N broj N zavrxavao sa tri i vixe nula, tada bi on dao ostatak 0 pri
deǉeǌu sa 8. Me�utim, to je nemogu�e. Zaista, za n = 1 je N = 1+2+3+4 ≡ 2 (mod 8),
dok je za n = 2 ispuǌeno N ≡ 1 + 4 + 1 + 0 ≡ 6 (mod 8). Za neparno n > 3 je ispuǌeno
N ≡ 1 + 0 + 3 + 0 ≡ 4 (mod 8), dok za parno n> 3 vaжi N ≡ 1 + 0 + 1 + 0 ≡ 2 (mod 8).
Jednostavno, proverom, vidimo da se N moжe zavrxavati cifrom razliqitom od nula,
jer za n = 4 je N = 14 + 24 + 34 + 44 = 1 + 16 + 81 + 256 = 354, kao i sa jednom nulom (za
n = 1 je N = 10).

4. Uoqimo taqku C1 na polupravoj DC, sa poqetkom u taqki D, takvu da je DC1 = AX.
Ukoliko se taqka C1 poklapa sa taqkom C, onda su uglovi ∢ADX,∢DXC i ∢XCB
uglovi sa paralelnim kracima, te su ǌihove simetrale paralelne. Razmotrimo, sada,
sluqajeve kada se taqke C1 i C ne poklapaju. Kako se iz taqaka C1 i C duж XB
vidi pod jednakim uglovima, pri qemu su pomenute taqke sa iste strane prave XB,
zakǉuqujemo da taqke X,B,C1 i C pripadaju jednoj kruжnici. Neka je p simetrala
duжi AB, α = ∢DAB i β = ∢CBA. Ukoliko je taqka C1 izme�u taqaka D i C, imamo da
je ∢XC1C = 180◦ − α (jer je qetvorougao AXC1D paralelogram), dok, zbog tetivnosti
qetvorougla XBCC1, vaжi i ∢XC1C + β = 180◦. Zato je α = β, odnosno trapez ABCD
je jednakokrak. U sluqaju da vaжi raspored taqaka D − C − C1, zbog tetivnosti je
β = ∢XC1C, kao i ∢XC1C = α (jer je qetvorougao AXC1D paralelogram), te je i u
ovom sluqaju ABCD jednakokraki trapez. Kako su sada simetrale uglova ∢ADX i
∢XCB simetriqne u odnosu na pravu p, koja je ujedno i simetrala ugla ∢DXC, to se
one seku na p ili su paralelne sa p.

5. Obeleжimo sumu iz zadatka sa S. Tada je S =
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te je S < 2, xto je i trebalo dokazati.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - A kategorija

1. Neka je I(a, b) = |202a − 4b|, za a, b ∈ N. Dokaжimo da je I(a, b) > 54. Primetimo
najpre da za proizvoǉne a, b ∈ N vaжi 101 | 202a i 101 ∤ 4b, te 101 ∤ 202a − 4b. Otuda je
I(a, b) 6= 0. Uz to, za proizvoǉne a, b ∈ N, vaжi 202a ≡3 1a ≡ 1 i 4b ≡3 1b ≡ 1, te 3 | I(a, b).
Razlikujemo slede�e sluqajeve:
1◦ a> 5 i b > 3 : Tada 25 | 202a i 25 | 4b, te 25 | I(a, b). Zato je broj I(a, b) deǉiv sa 32, a
kako je deǉiv i sa 3 i razliqit od nule, dobijamo da je I(a, b)> 3 · 32 = 96.
2◦ b < 3 : Sada za svako a vaжi I(a, b) = 202a − 4b > 2021 − 42 = 185.
3◦ a < 5 : Razlikova�emo slede�e podsluqajeve:

3.1.◦ a ∈ {2, 4} : Tada je I(a, b) = (202
a
2 + 2b)|202 a

2 − 2b|> (2021 + 21) · 1 = 204.
3.2.◦ a = 3 : Kako je 2023 < 2563 = 412 i 2023 > 23 ·1003 = 23 ·26 ·625·25 > 29 ·29 ·24 = 411, to

je I(3, b)>min{2023−411, 412−2023}. Odavde, kako je 2023−411 > 1923−222 = 33 ·(26)3−222 =
218(33 − 24) > 218 i 44 − 2021 | (44)3 − (2021)3, imamo da je I(3, b)> 44 − 2021 = 54.

3.3.◦ a = 1 : Kako je 43 < 2021 < 44, to je I(1, b)>min{2021 − 43, 44 − 2021} = 54.
Ovim smo pokazali da za svako a, b ∈ N vaжi I(a, b)>54. Kako je I(1, 4) = 54, to je traжena
najmaǌa vrednost, zaista, jednaka 54.

2. Prvo, za b = 0 je, oqigledno, a ∈ Z, tj. parovi oblika (a, 0), a ∈ Z, su rexeǌa. Neka
je b 6= 0. Tada mora biti i a 6= 0. Sre�ivaǌem date jednakosti dobijamo da je

a3 + ab+ a2b2 + b3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3.

Nakon skra�ivaǌa sa b, grupisaǌem (posmatramo izraz kao kvadratnu jednaqinu po b),
dobijamo da je

2b2 + (a2 − 3a)b+ 3a2 + a = 0.

Diskrimanta dobijene kvadratne jednaqine je

D = (a2 − 3a)2 − 8(3a2 + a) = a4 − 6a3 − 15a2 − 8a,

za koju treba da vaжi da je potpun kvadrat. Kako je D = a(a − 8)(a + 1)2, dobijamo da
mora vaжiti da je a2−8a potpun kvadrat ili je a+1 = 0. Za a = −1 trivijalno nalazimo
da je rexeǌe par (−1,−1). Za a 6= −1, mora biti a2 − 8a = k2, za neko k ∈ N0. Stoga je
a60 ili a>8, a ∈ Z. Ukoliko prethodnu jednakost tretiramo kao kvadratnu jednaqinu
po a, tj. ukoliko posmatramo kvadratnu jednaqinu a2− 8a−k2 = 0, tada diskriminanta
iste mora biti, tako�e, potpun kvadrat, tj. vaжi 64 + 4k2 = 4(16 + k2) = 4l2, pri qemu
je l > 4, l > k, l ∈ N. Dakle, mora biti l2 = k2 = (l − k)(l + k) = 16, tj. l + k = l − k = 4
ili l+ k = 4(l− k) = 8 (sluqaj l+ k = 16 i l− k = 1 otpada, jer su l i k celi). Proverom
trivijalno dobijamo da a moжe biti jedino 8 ili 9 (sluqajevi a = 0 i a = −1 otpadaju).
Dakle, sva rexeǌe jednaqine su:

(a, b) ∈ {(−1,−1), (8,−10), (9,−6), (9,−21)}∪ {(a, 0) : a ∈ Z}.

3. Dokaza�emo da petougao ABCDE, koji zadovoǉava sve nadedene uslove zadatka, mora
biti pravilan. Neka je x = ∢BAC = ∢EBD = ∢DAE i y = ∢ABE = ∢CAD = ∢CBD.
Kako se duж CD iz taqaka A i B vidi pod jednakim uglovima, a taqke A i B su sa
iste strane prave CD, zakǉuqujemo da se taqke A,B,C i D nalaze na istoj kruжnici.
Neka je to kruжnica k1. Analogno, kako se duж ED iz taqaka A i B vidi pod jednakim



uglovima, a taqke A i B su sa iste strane prave ED, zakǉuqujemo da se taqke A,B,E
i D nalaze, tako�e, na istoj kruжnici. Neka je to kruжnica k2. Taqke A,B i D nalaze
se i na kruжnici k1 i na kruжnici k2, odakle sledi da su kruжnice k1 i k2 identiqne.
Dakle, imamo da se taqke A,B,C,D i E nalaze na istoj kruжnici, odnosno, da je
petougao ABCDE tetivan.

Primetimo da zbog jednakosti periferijskih uglova nad istom tetivom vaжi: ∢AED =
180◦ − ∢EAD − ∢ADE = 180◦ − x − y, ∢EDC = ∢EDA + ∢ADB + ∢BDC = y + (180◦ −
2x − 2y) + x = 180◦ − x − y i ∢DCB = 180◦ − ∢BDC − ∢DBC = 180◦ − x − y. Dakle,
∢AED = ∢EDC = ∢DCB. Neka je O centar upisane kruжnice u petougao ABCDE i F
podnoжje normale iz taqke F na pravu DC. Taqka O, kao centar upisane kruжnice u
petougao ABCDE, nalazi se u preseku simetrala uglova pomenutog petougla. Otuda se
taqka O nalazi i na simetrali jednakih uglova ∢EDC i ∢DCB, pa trouglovi OFD i
OFC imaju tri para jednakih uglova. Kako je OF zajedniqla stranica tih trouglova,
naspram jednakih uglova, to su trouglovi OFD i OFC podudarni. Iz ove podudarnosti
imamo da je FD = FC, pa se taqka O nalazi na simetrali stranice CD. Analogno, kao
u prethodnom raznatraǌu, zakǉuqujemo da se taqka O nalazi i na simetrali stranice
ED. Dakle, dokazali smo da se simetrale stranica CD i ED seku u taqki O, a kako se
centar opisane kruжnice nalazi u preseku simetrala stranica, to je taqka O i centar
opisane kruжnice oko petougla ABCDE. Centralni ugao nad tetivom CD je dvostruko
ve�i od periferijskog ugla nad tom tetivom, te je ∢DOC = 2∢DAC ⇔ 180◦−2· 180◦−x−y

2 =
2y ⇔ x = y. Sliqno ovom, vaжi i AOB = 2ADB ⇔ 180◦ − 3

2 (x + y) = 2(180◦ − 2(x+ y)) ⇔
x + y = 72◦. Odavde, kako je i x = y, imamo x = y = 36◦, te su tetive AB,BC,CD,DE i
EA me�usobno jednake, s obzirom da im odgovaraju jednaki periferijski uglovi (to su
uglovi x, y i 180◦− 2(x+ y)). Iz svega dobijenog lako raqunamo i da su svi unutraxǌi
uglovi petougla ABCDE jednaki (po 108◦). Ovim je dokazano da su u petouglu ABCDE
svi unutraxǌi uglovi jednaki i da su mu me�usobno jednake i sve stranice, te je on
zaista pravilan petougao.

4. Prvi sabirak je sigurno deǉiv sa x, y i x−y. Isto vaжi za drugi sabirak. Kako je
zbir sa leve strane znaka jednakosti deǉiv sa x, y i x− y, dok je sa desne strane znaka
jednakosti broj 22023, sledi da brojevi x, y i x − y moraju biti oblika x = 2a, y = 2b,
x− y = 2c, gde su a, b i c nenegativni celi brojevi. Me�utim, zbog uslova x > y, mora



vaжiti i da je a > b. Sada je 2a − 2b = 2c, odnosno 2b
(

2a−b − 1
)

= 2c. Sa desne strane
znaka jednakosti posledǌe relacije je broj oblika 2c, xto znaqi da izraz 2a−b − 1 u
zagradi sa leve strane znaka jednakosti mora biti oblika 2k, za neki prirodan broj
k. Zato mora vaжiti da je 2a−b − 1 = 1, odnosno a − b = 1. Zamenom b = a − 1 u datoj
jednaqini, dobijamo da je

NZS(22a + 22a−1, 22a−1 − 22a−2) +NZS(2a − 2a−1, 22a−1) = 22023,

odnosno
NZS(3 · 22a−1, 22a−2) +NZS(2a−1, 22a−1) = 22023,

odakle dobijamo jednaqinu
3 · 22a−1 + 22a−1 = 22023.

Na osnovu posledǌe jednakosti zakǉuqujemo da je 22a+1 = 22023, odakle je a = 1011,
x = 21011, y = 21010. Dakle, jedino rexeǌe je (x, y) =

(

21011, 21010
)

.

5. Odgovor: n = 4k, za neko k ∈ N, ili je n = 4k + 3, za neko k ∈ N0. Pretpostavimo
da za dato n ∈ N vaжe uslovi zadatka. Kako je svaki put dvosmerna veza izme�u dva
razliqita grada, qiji su krajevi ta dava grada, ukupan broj puteva je taqno polovina

od broja 1+2+...+n = n(n+1)
2 , tj. n(n+1)

4 . Dakle, 4 | n(n+1), te kako su n i n+1 razliqite
parnosti, mora vaжiti 4 | n ili 4 | n+1. Ako vaжi da 4 | n, tada je n = 4k, za neko k ∈ N.
Dokaza�emo da za n = 4k, k ∈ N, imamo povezivaǌe gradova, koje �emo bez gubitka
opxtosti oznaqiti brojevima 1, 2, . . . , 4k, koje ispuǌava uslove zadatka. Podelimo,
sada, sve oznaqene gradove na taqno k grupa {1, 2, 3, 4}, . . . , {4k − 3, 4k − 2, 4k − 1, 4k}.
Svaka grupa je oblika {4l − 3, 4l − 2, 4l − 1, 4l}, za neko l ∈ N, 1 6 l 6 k. U okviru grupe
{4l− 3, 4l− 2, 4l− 1, 4l}, gradove oznaqene brojevima 4l− 3 i 4l− 2 spojimo sa taqno 4l− 3
puteva, gradove oznaqene brojevima 4l− 1 i 4l �emo spojiti sa taqno 4l− 1 puteva, dok
�emo gradove oznaqena sa 4l i 4l − 2 spojiti samo sa jednim putem. Lako se proverava
da smo na ovaj naqin dobili konfiguraciju puteva koja ispuǌava uslove zadatka. Ako
4 | n+1, tj. ako je n = 4k+3, za neko k ∈ N0, tada �emo izvrxiti potpuno isto uparivaǌe
za gradove oznaqene brojevima 1, 2, . . . , 4k, dok �emo gradove oznaqene brojevima 4k + 1
i 4k+2 spojiti sa taqno 2k puteva, odnosno, gradove oznaqene brojevima 4k+1 i 4k+3
�emo spojiti sa taqno 2k + 1 puteva. Konaqno, gradove sa rednim brojevima 4k + 2 i
4k+3 spajamo sa taqno 2k+2 puteva. Dakle, i u ovom sluqaju, tj. za n = 4k+3, k ∈ N0,
imamo konfiguraciju gradova i puteva koja zadovoǉava uslove zadatka.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - A kategorija

1. Neka je n = (p− 2)!!2 + 1. Na osnovu Vilsonove teoreme, kako je p = 4k + 1, imamo da
je

n ≡p (p− 2)!! · (−2) · (−4) · ... · (−(p− 1)) + 1,

odnosno
n ≡p (p− 2)!! · (−1)

p−1

2 · (p− 1)!! + 1 ≡p (p− 1)! + 1 ≡p −1 + 1 ≡p 0,

odakle sledi da p | n. Broj n je, kao zbir kvadrata dva neparna broja, deǉiv sa 2, ali
nije deǉiv sa 4. Pretpostavimo sada da je τ(n) < 8. To bi znaqilo da n ima najvixe
dva prosta delioca (iz formule za funkciju τ je oqigledno da svaki broj koji ima
barem tri prosta faktora u svojoj kanonskoj faktorizaciji ima najmaǌe 8 delilaca).
Otuda, kako 21 || n, imamo da je n = 21 · pα, gde je α6 2. Stoga,

4p2 > 2p2 > n > (p− 2)2(p− 4)2 ⇒ 2p > (p− 2)(p− 4).

Iz posledǌe nejednakosti lako nalazimo p < 7. Kontradikcija.

2. Neka je L = x2 − 4x + 10 = (x − 2)2 + 6 i R =
√
x3 − 4 +

√
3x3 − 20 + 2

√
9− x3 =√

x3 − 4 +
√
3x3 − 20 +

√
36− 4x3. Izraz R je definisan za x ∈ [ 3

√
4, 3

√
9]. Stoga, moжemo

da primenimo nejednakost izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine, iz qega dobijamo

√
x3 − 4 +

√
3x3 − 20 +

√
36− 4x3

3
6

√

(x3 − 4) + (3x3 − 20) + (36− 4x3)

3
= 2,

odnosno R 6 6. Kako imamo da vaжi L > 6 i R 6 6, dobijamo da mora da vaжi L = 6 i
R = 6, tj. x = 2. Direktnom proverom dobijamo da to jeste rexeǌe.

3. Dokaza�emo da Branko ima pobedniqku strategiju. Uparimo sva poǉa table tako
da za svaki par vaжi da skakaq u jednom potezu moжe do�i sa poǉa na poǉe koje je
ǌegov par. Na slici je prikazano kako se poǉa tablica 4 × 2 i 3 × 4 mogu upariti na
жeǉeni naqin (poǉa oznaqena istim brojem predstavǉaju par).

Tabla 2023 × 2024 moжe se lako poploqati tablicama 4 × 2 i 3 × 4 (tablicama 4 × 2
oqigledno se moжe poploqati 2020×2024, a tablicama 3×4 moжe se poploqati preostali
deo 3 × 2024). Iz svega navedenog zakǉuqujemo da se sva poǉa table 2023 × 2024 mogu
upariti na жeǉeni naqin. Branko u prvom potezu pomera skakaqa na poǉe koje je par
poqetnom poǉu. Branko u svim narednim potezima skakaqa stavǉa na poǉe koje je par
poǉu na koje je Aca stavio skakaqa u svom (do tada) posledǌem potezu. Time Branko
uvek ima ”odgovor” na Acin potez. Zato, kako se moжe odigrati konaqno mnogo poteza,
u nekom trenutku Aca ne�e mo�i da odigra potez, qime �e igru dobiti Branko.



4. Primetimo da je 2401 = 74. Zapisa�emo broj 22n kao 22n = (1 + 3 · 7)n. Na osnovu
prethodnog i binomne formule, za n> 4, vaжi

22n = 1 +

(

n

1

)

· 3 · 7 +
(

n

2

)

· 32 · 72 +
(

n

3

)

· 33 · 73 +
(

n

4

)

· 34 · 74 + . . .+

(

n

n

)

· 3n · 7n

= 1 +

(

n

1

)

· 3 · 7 +
(

n

2

)

· 32 · 72 +
(

n

3

)

· 33 · 73 + 74 · k,

za neki prirodan broj k. Stavimo da je

Q(n) = −1−
(

n

1

)

· 3 · 7−
(

n

2

)

· 32 · 72 −
(

n

3

)

· 33 · 73

= −1− 5775

2
n+ 4410n2 − 3087

2
n3, n ∈ N.

Oqigledno je da polinom Q(n) uzima celobrojne vrednosti, za svako n ∈ N, kao i da
za ǌega vaжi da je Q(n) + 22n ≡ 0 (mod 74), za n > 4. Me�utim, polinom Q(n) nije
polinom sa celobrojnim koeficijentima. Stoga, definiximo polinom P zahtevom:
P (n) = 2402Q(n) = −2402 − 6935775n + 10592820n2 − 3707487n3, n ∈ N. Jasno je da je
polinom P sa celobrojnim koeficijentima i pri tome vaжi

P (n) + 22n = 2402Q(n) + 22n = 2401Q(n) + (Q(n) + 22n) ≡ 0 (mod 74),

za svako n > 4. Proverom se utvr�heuje da polinom P zadovoǉava uslove zadatka i
za n = 1 (P (1) + 22 = −22 · 2401), n = 2 (P (2) + 222 = −484 · 2401) i n = 3 (P (3) + 223 =
−10648 · 2401).
5. PRVO REXEǋE: Neka je X presek pravih DM i A′E. Treba dokazati da se
X nalazi na krugu k, odnosno da je ∢DXA′ = ∢DAA′ = β − γ. Vaжi: ∢DXA′ =
∢MEA′ − ∢EMX. ∢MEA′ = ∢EA′C + ∢ECA′ = ∢EA′C + 90◦ − γ. Neka je Y ta-
qka na zajedniqkoj tangenti u A′ dve kruжnice, kao na slici. Tada je ∢EA′C =
∢EA′Y − ∢CA′Y = ∢EMA′ − ∢A′AC = ∢EMA′ − (90◦ − β), gde smo koristili qiǌenicu
da je Y A′ tangenta na kruжnice. Kombinuju�i prethodne jednakosti dobijamo da je
∢DXA′ = β − γ + ∢EMA′ − ∢EMX. Dakle, ostaje da pokaжemo da je ∢EMX = ∢EMA′.
Posledǌa jednakost vaжi zato xto su taqke H,M i A′ kolineane (H je ortocentar
trougla ABC) i zato xto su H i D simetriqne u odnosu na BC pa je ∢HMB = ∢DMB.
Ovim je dokaz zavrxen.

DRUGO REXEǋE: Neka je N presek A′D i kruжnice opisane oko trougla MEA′

i neka je F presek prave A′M i kruжnice k. Kako je A′D||BC (∢BAD = ∢A′AC =
90◦ − β), qetvorougao MNA′E je tetivan trapez, pa je jednakokrak. S obzirom da se
dve kruжnice dodiruju u taqki A′, homotetija koja slika kruжnicu MA′E u kruжnicu
k xaǉe pravu MN u pravu DF pa je MN ||DF . Sada je ∢FDA′ = ∢MNA′ = ∢DA′E xto
zajedno uz qiǌenicu da su D i A′ simetriqne u odnosu na simetralu duжi BC daje
da su prave DF i A′E simetriqne u odnosu pomenutu simetralu. Kako isto vaжi i za
prave MA′ i MD, to se prave DM i A′E seku u taqki simetriqnoj taqki F u odnosu
na simetralu duжi BC, koja se tako�e nalazi na kruжnici k. Ovim je dokaz zavrxen.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - A kategorija

1. Brojevi A i B, svakako, zavise od n. Zato, stavimo da je za fiksirano n ∈ N, n> 3,
A = An i B = Bn. Xto se odre�ivaǌa broja An tiqe, imamo da svako od n temena moжe
da se oboji bilo kojom od date 3 date boje, te je An = 3n.
Odredimo koliko je Bn. Za n = 3, prvo teme moжemo obojiti bilo kojom bojom od date
4 boje, drugo teme ne moжe istom bojom kao prvo, odakle sledi da za ǌega imamo taqno
3 mogu�nosti, dok za posledǌe, tre�e teme, ne moжemo korisiti nijednu od boja koje
smo iskoristili za bojeǌe prva dva temena, te tu ostaju samo dve mogu�nosti. Dakle,
B3 = 4 · 3 · 2 = 24.
Za n = 4 imamo dva sluqaja, u zavisnosti od toga kako smo obojili tre�e teme. Ako
je ono obojeno istom bojom kao i prvo teme, tada qetvrto teme moжemo obojiti bilo
kojom drugom bojom, tj. to moжemo uraditi na 4 · 3 · 1 · 3 = 36 naqina. Ako je obojeno
razliqitom bojom od prvog temena, onda moжemo na 4 ·3 ·2 ·2 = 48 naqina. Dakle, ukupno
imamo B4 = 36 + 48 = 84 mogu�nosti.
Neka je n > 5. Odredimo koliko je Bn u tom sluqaju. Oznaqimo temena n−tougla sa
T1, T2, . . . , Tn, redom. Razlikova�emo dva sluqaja, u zavisnosti od qiǌenice kako su
obojena temena T1 i Tn−1.
1◦ (temena T1 i Tn−1 su obojena istom bojom): Tada je teme Tn−2 obojeno razliqitom
bojom od prethodno uoqena dva temena. Jasno je da to moжemo uqiniti na Bn−2 naqina,
pa je to i broj naqina da obojimo prvih n−1 temena tako da su temena T1 i Tn−1 obojena
istom bojom. Odavde sledi da preostalo teme, tj. teme Tn, moжemo obojiti bilo kojom
od ostale tri boje (mora biti obojeno razliqito od boje temena T1 i Tn−1, koji su
istobojni). Dakle, u ovom sluqaju ukupno imamo 3Bn−2 mogu�ih bojeǌa.
2◦ (temena T1 i Tn−1 su obojena razliqitim bojama): Tada je broj naqina da obojimo
prvih n − 1 temena, kod kojih su temena T1 i Tn−1 obojena razliqitim bojama, jednak
Bn−1. Preostalo teme Tn moжemo obojiti bilo kojom od preostale dve boje (mora
biti razliqito od boja temena T1 i Tn−1). Dakle, u ovom sluqaju ukupno imamo 2Bn−1

bojeǌa.
Na osnovu prethodnog dobijamo rekurentnu formulu Bn = 2Bn−1 + 3Bn−2, n > 5, sa
poqetnim uslovima B3 = 24 i B4 = 84. Daǉe, standardnim postupkom za rexavaǌe



rekurentnih jednaqina (diferencnih jednaqina) dobijamo da je karakteristiqna jed-
naqina iste: t2−2t−3 = 0, qija su rexeǌa t1 = −1 i t2 = 3. Stoga je Bn = α·(−1)n+β ·3n,
n> 3, pri qemu se konstante α i β odre�uju iz uslova B3 = 24 i B4 = 84. Trivijalno,
nakon kratkog raquna dobijamo α = 3 i β = 1, tj. Bn = 3 · (−1)n + 3n, n> 3. Konaqno, za
n parno je Bn > An, pri qemu je Bn − An = 3. Ako je n neparno, tada je An > Bn, pri
qemu je, isto, An −Bn = 3.

2. Za fiksiran prirodan broj n posmatrajmo funkciju fn : [0, π2 ) → R, definisanu sa
fn(x) = n sinx+ tg x− (n+ 1)x, x ∈ [0, π2 ). Ispitajmo monotonst funkcije fn. Kako je

f ′
n(x) = n cosx+

1

cos2 x
−n−1 =

n(cos3 x− cos2 x) + 1− cos2 x

cos2 x
=

(1− cosx)(1 + cosx− n cos2 x)

cos2 x
,

razlikujemo slede�e sluqajeve:
1◦ n = 1 : Oqigledno je f ′

1(x) > 0, za svako x ∈ (0, π
2 ), pa je posmatrana funkcija

strogo rastu�a. Otuda, za x ∈ (0, π
2 ) vaжi f1(x) > f(0) = 0, pa je n = 1 jedno rexeǌe.

2◦ n = 2 : Tada je f ′
2(x) =

(1−cosx)2(1+2 cosx)
cos2 x

> 0, za svako x ∈ (0, π
2 ), pa je posmatrana

funkcija strogo rastu�a. Otuda, za x ∈ (0, π
2 ) vaжi f2(x) > f(0) = 0, pa je n = 2 jedno

rexeǌe.

3◦ n> 3 : Neka je a1 = 1−
√
1+4n
2n i a2 = 1+

√
1+4n
2n . Tada je a2 =

1

n
+
√

1

n2
+ 4

n

2 6

1

3
+
√

1

32
+ 4

3

2 <
1

3
+
√

5

3

2 < 1, dok je oqigledno a1 < 0 < a2. Zato je 1+ cosx− n cos2 x = −n(cosx− a1)(cos x−
a2) < 0, za svako x ∈ (0, arccosa2), pa je funkcija fn strogo opadaju�a na (0, arccosa2).
Otuda je f(a2) < f(0) = 0, te brojevi n> 3 nisu rexeǌa zadatka. Ovim smo dokazali da
su jedina rexeǌa zadatka n = 1, odnosno, n = 2.

3. Neka je AB = a, EX = x i EY = y. Uoqimo taqke F ′, D′ i E′, takve da vaжi
raspored taqaka F ′ − A − B − D′ i E′ − F − C, pri qemu je F ′A = BD′ = E′F = a.
Posmatrajmo rotaciju za 60◦ (u pozitivnom smeru) oko taqke A. Tom rotacijom taqke
E, Y i F preslikavaju se, redom, u taqke E′, Y ′ i F ′. Iz kolinearnosti E, Y i F sledi
kolinearnost E′, Y ′ i F ′, pri qemu je raspored E′ − Y ′ − F ′ i vaжi E′Y ′ = y. Sa druge
strane, posmatranom rotacijom, taqke D′, X ′ i C preslikavaju se, redom, u D,X i E. Iz
kolinearnosti taqaka D,X i E sledi i kolinearnost taqaka D′, X ′ i C, pri qemu vaжi
raspored taqaka D′−X ′−C i X ′C = x. Dakle, u paralelogramu F ′D′CE′, gde je F ′D′ = 3a
i D′C = a, imamo taqke X ′ i Y ′, redom, na stranicama D′C i F ′E′, pri qemu vaжi
X ′Y ′ = 3a. Konstriximo kroz X ′ pravu paralelnu sa AB. Neka je Y ′′ preseqna taqka te
prave i duжi F ′E′. Tada je E′Y ′′ = x. Pretpostavimo da je x > y. Tada je trougao Y ′Y ′′X ′

jednakokraki (Y ′X ′ = Y ′′X ′) sa uglom na osnovici od 120◦, xto dovodi do kontradikcije.
Pretpostavimo, daǉe, da je y > x. Tada je trougao Y ′Y ′′X ′ jednakokraki (Y ′X ′ = Y ′′X ′)
sa uglom na osnovici od 60◦, pa bi vaжilo 3a = X ′Y ′ = Y ′Y ′′ < F ′E′ = a, xto je tako�e
kontradikcija. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je x = y, xto je i trebalo dokazati.



4. Primetimo da je −1 ≡ 24 ≡ 2024 (mod 25), pa je i P (−1) ≡ P (24) ≡ P (2024) (mod 25).
Daǉe, kako (5 − 1) = 4 | 24 i 4 | 20, po maloj Fermaovoj teoremi zakǉuqujemo da P (24)20

i P (20)24 mogu biti kongruentni samo sa 0 ili 1 po modulu 5, pa i P (2024) moжe biti
kongruentno samo sa 0, 1, 2 (mod 5), xto iskǉuquje P (−1) = −7 i P (−1) = −6.

Pretpostavimo da je P (−1) = −4, odnosno da su P (24) ≡ P (2024) ≡ −4 (mod 25),
odnosno 1 (mod 5). Tada je nuжno P (20)24 ≡ 0 (mod 5), odnosno P (20) ≡ 0 (mod 5), pa je
i P (20)24 ≡ 0 (mod 25). Ipak, kako je ϕ(25) = 20, gde je ϕ Ojlerova funkcija, iz Ojlerove
teoreme dobijamo da je 1 ≡ P (24)20 ≡ P (2024) ≡ −4 (mod 25), xto daje kontradikciju.

Konaqno, kada bi P (−1) = −5, oba P (24)20 i P (20)24 bi morala biti deǉiva sa 5, pa
bi oba morala biti deǉiva i sa 25, odakle bi −5 ≡ P (2024) ≡ 0 (mod 25), xto nam jox
jednom daje kontradikciju.

5. Posmatra�emo tri sluqaja.
1◦ x ∈ (0, 1): Stavimo da je n = 2 i x1 = x, x2 = x

{x} = x
x
= 1 ∈ Z.

2◦ x ∈ Q: Ako je x ceo, dovoǉno je uzeti n = 1 i x1 = x ∈ Z. Pretpostavimo da postoji
racionalan broj, koji nije ceo, x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ N, (p, q) = 1, q > 2, za koji ne vaжe

uslovi zadatka. Tada, postoji i racionalan broj sa prethodnom osobinom, koji ima
najmaǌi imenilac (skup svih imenilaca racionalnih brojeva sa prethodnom osobinom
je podskup skupa N, te ima najmaǌi element). Oznaqimo ga, ponovo, sa x = p

q
, p ∈ Z,

q ∈ N, (p, q) = 1, q > 2, za neko p ∈ Z. Tada, p = bq + r, gde je r ostatak pri deǉeǌu

broja p sa q, 0 < r < q, r ∈ N. Sledi,
p

q

{ p

q
} =

p

q
r
q

= p
r
. Za ovaj racionalan broj, tj. za

x′ = p
r
postoji prirodan broj m i konaqan niz realnih brojeva y1, y2, ..., ym takav da je

y1 = x′, yk+1 =
yk

{yk}
, 16 k 6m− 1, pri qemu je ym ∈ Z. Me�utim, stavǉaju�i n = m+ 1

i x1 = x = p
q
, x2 = y1, x3 = y2, . . . , xm+1 = ym ∈ Z, dobijamo da i racionalan broj

x = p
q
zadovoǉava uslove zadatka, xto je kontradikcija. Dakle, racionalni brojevi

zadovoǉavaju uslove zadatka.
3◦ x /∈ Q ∪ (0, 1): Pretpostavimo da za dato x, u ovom sluqaju, postoji prirodan broj
n (jasno je da je n> 2, jer x nije ceo) i konaqan niz realnih brojeva x1, x2, ..., xn takav

da je x1 = x, xk+1 =
xk

{xk}
, 1 6 k 6 n − 1, pri qemu je xn ∈ Z. Kako je xn ceo, on je i

racionalan, te postoji najmaǌe k ∈ {1, 2...., n}, takvo da je xk racionalan. Oqigledno
je k > 1, jer x1 = x nije ceo, odakle je xk = xk−1

{xk−1} . Dakle, xk ∈ Q, tj. xk−1

{xk−1} ∈ Q. Kako

je
xk−1

{xk−1}
=

⌊xk−1⌋+ {xk−1}
{xk−1}

= 1 +
⌊xk−1⌋
{xk−1}

,



dobijamo da je ⌊xk−1⌋
{xk−1} ∈ Q. Sada, ukoliko je ⌊xk−1⌋ 6= 0, to je i 1

{xk−1} ∈ Q, odakle je i

sam razlomǉeni deo broja xk−1 racionalan, te je i sam broj xk−1, tako�e, racionalan,
xto je kontradikcija. Sa druge strane, ako je ⌊xk−1⌋ = 0, tada je xk−1 ∈ [0, 1) i n 6= k−1,
odakle sledi da broj xk−1 nije ceo, tj. vaжi xk−1 ∈ (0, 1). Oqigledno je u ovoj situaciji
n > 3, jer za n = 2 bismo imali x1 = x /∈ Q i x2 = x

{x} ∈ Z, tj. k = 2, k − 1 = 1, pa bi

moralo vaжiti xk−1 = x1 ∈ (0, 1), xto ne moжe. Dakle, n > 3, te se moжe na�i indeks
k − 2, za koji je ispuǌeno 0 < xk−2

{xk−2} = xk−1 < 1. Sledi xk−2 < {xk−2}, kao i xk−2 > 0,

xto je nemogu�e.
Dakle, x ∈ Q ∪ (0, 1).



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - B kategorija

1. Primetimo da se ni u jednom 2 × 2 kvadratu na tabli ne mogu na�i dva kraǉa, jer
bi se oni tada me�usobno napadali. Kako tablu 8× 8 moжemo jednostavno podeliti na
16 disjunktnih kvadrata dimenzije 2× 2, i kako se u svakom od ǌih moжe na�i najvixe
jedan kraǉ, to na tabli moжe biti najvixe 16 kraǉeva. Primer sa 16 kraǉeva se moжe
posti�i kao na slici ispod.

2. Oznaqimo sa p iskaz ,,Mladen kupuje kupine“. Tada je negacija iskaza p, tj. iskaz

q p zapravo iskaz ,,Mladen ne kupuje kupine“, tj. ,,Mladen kupuje maline“). Tako�e,
oznaqimo sa q iskaz ,,Rastko kupuje kupine“, kao i sa r iskaz ,,Ivan kupuje kupine“.
Tada, date reqenice moжemo zapisati kao:

1◦ q p ⇒ (q ⇔ r).

2◦ q q ⇒ (r ∨ p).

3◦ r ⇒ (p ⇔ r).

Napravimo odgovaraju�u tablicu istinitosti:

p q r q p q ⇔ r 1◦ q q r ∨ p 2◦ p ⇔ r 3◦ 1◦ ∧ 2◦ ∧ 3◦

0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1

Kako smo dobili barem jednu jedinicu u posledǌoj koloni, to su date izjave nepro-
tivreqne. Sa druge strane, kako nemamo taqno jednu jedinicu u posledǌoj koloni, to
ne moжemo za svu trojicu ustanoviti ko xta kupuje. Me�utim, moжemo videti xta
je zajedniqko za sve valuacije iskaza p, q i r, koje daju jedinicu u posledǌoj koloni.
Jasno je da je u pitaǌu vrednost iskaza p, koja je u sve tri varijante jednaka 1. Dakle,
znamo da Mladen kupuje kupine.



3. Neka je γ ugao u temenu C trougla ABC. Iz uslova zadatka je i ∢AED = γ, jer je
trougao AEC jednakokraki. Oznaqimo sa F presek pravih AE i MD. Iz prethodnog je
i ∢FED = γ, jer su taqke A,F i E kolinearne. Jasno je da je trougao BDH pravougli,
sa pravim uglom u temenu D, odakle zaǉkuqujemo da je MB = MH = MD, jer je
M sredixte hipotenuze, tj. duжi BH, tog pravouglog trougla. Dakle, ∢BDM =
∢MBD = 90◦ − γ. Kako su taqke B,E i D kolinearne i u navedenom rasporedu, to
je ∢EDF = ∢EDM = ∢BDM = 90◦ − γ. Dakle, trougao EDF je pravougli sa pravim
uglom u temenu F , odnosno, prava NF , tj. prava AE, je normalna na pravu MD. Sa
druge strane, kako je taqka N sredixte duжi AE, a taqka D sredixte duжi EC, to je
duж ND sredǌa linija trougla AEC, odakle sledi da je prava ND paralelna pravoj
AC, pa je samim tim i normalna na pravu BH. Dakle, vaжi MS je prava normalna na
ND. Konaqno, ako posmatramo trougao MDN , vidimo da su prave MS i NS, tj. MS
i NF , ǌegove visine, koje se seku u taqki S. Dakle, taqka S je ortocentar trougla
MDN , odakle sledi da je prava DS ǌegova tre�a visina. Dakle, DS je normalno na
MN .

4. Prvo, primetimo da je funkcija f : [0, 1) → (0, 2] bijekcija. Pri tome vaжi 16f(x)62,
za svako x ∈ [0, 12 ], kao i 0 < f(x) < 1, za svako x ∈ (12 , 1).
(a) Iz prethodnog, ako je x rexeǌe nejednaqine f(x) > 3

2 , tada je x ∈ [0, 1
2 ], pa iz

prethodnog dobijamo da je f(x) = 2x + 1 > 3
2 , tj. x > 1

4 . Dakle, rexeǌa nejednaqine
su svi realni brojevi iz zatvorenog intervala [ 14 ,

1
2 ].

(b) Neka je y = f(x), x ∈ [0, 1). Tada je y ∈ (0, 2], pa �emo posmatrati dva sluqaja.
1◦ y ∈ (0, 1): Na�imo ono x iz domena funkcije f za koje je f(x) = y ∈ (0, 1). Oqigledno
je tada 1

2 < x < 1, odakle je y = f(x) = 2x− 1, tj. x = y+1
2 .

2◦ y ∈ [1, 2]: Odredimo sada ono x iz domena funkcije f za koje je f(x) = y ∈ [1, 2]. Jasno
je da je tada 06 x6 1

2 , odakle dobijamo da je y = f(x) = 2x+ 1, tj. x = y−1
2 .

Dakle, inverzna funkcija f−1 : (0, 2] → [0, 1) funkcije f je odre�ena sa

f−1(y) =

{

y+1
2 , ako je 0 < y < 1,

y−1
2 , ako je 16 y 6 2.

5. Vidimo da je abc + cba = 101(a+ c) + 20b, kao i def + fed = 101(d + f) + 20e. Dakle,
vaжi 101(a+ c) + 20b = 101(d+ f) + 20e, tj. 101(a+ c− d− f) = 20(e− b), a · c · d · f 6= 0. Iz
prethodne jednakosti vidimo da broj 101 mora da deli 20(b− e). Me�utim, broj 101 je
prost i ne deli 20, odakle zakǉuqujemo da 101 mora da deli b − e. Kako je ovaj broj
izme�u -9 i 9 (u pitaǌu su cifre), tada ta razlika mora biti 0, kao jedini broj u tom
opsegu koji je deǉiv sa 101. Dakle, b = e (kao i a+ c = d+ f).



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - B kategorija

1. Predstavimo sto kao tablu dimenzije 2×15. Primetimo da dva mesta jedno do drugog
ili jedno preko puta drugog u postavci zadatka zapravo odgovaraju domini dimenzije
1×2 na posmatranoj tabli. Zato �emo prvo prebrojati broj naqina da pomenutu tablu
poploqamo dominama, koje nam sada predstavǉaju parove. Ako sa an oznaqimo broj
naqina da tablu 2 × n poploqamo dominama, lako dobijamo da za n > 3 vaжi an =
an−1 + an−2. Zaista, doǌe levo poǉe moжemo poploqati uspravnom dominom, odakle,
postavǉaju�i je, smo tablu smaǌili na tablu dimenzije 2×(n−1), ili horizontalnom,
odakle sledi da u tom sluqaju i iznad ǌe mora stajati horizontalna domina, pa smo
tablu zapravo smaǌili na tablu dimenzije 2× (n− 2) (slika). Kako je a1 = 1 i a2 = 2,
xto je trivijalno, lako raqunamo da je a15 = 987. Poxto sada u svaku dominu moжemo
rasporediti muжa i жenu na dva naqina (nije bitno ko je u kom poǉu koje je domina
pokrila) - na 215 naqina, a i parove moжemo rasporediti na bilo koji naqin (nije bitno
kom paru odgovara koja domina) - na 15! naqina, dobijamo konaqno rexeǌe 987 · 215 · 15!.

2. Neka je f(x) = ax2+bx+c i g(x) = cx2+bx+a, za svako x ∈ R. S obzirom da je funkcija
f pozitivna za sve realne brojeve x, specijalno vaжi c = f(0) > 0. Razlikujemo slede�e
sluqajeve:
1◦ a = 0 : Ukoliko je b 6= 0, onda je f(− c

b
) = 0, xto je u suprotnosti sa uslovom. Dakle,

ako je a = 0, onda je i b = 0. Kako je c > 0, onda je zaista g(x) = cx2 > 0, za svako x ∈ R.
2◦ a 6= 0 : Iz uslova pozitivnosti kvadratne funkcije f, za svako x ∈ R, imamo da je
Df = b2 − 4ac < 0. Zbog c > 0 imamo da je g kvadratna funkcija, a ǌena diskriminanta
je Dg = b2 − 4ca = Df < 0. Dakle, g je kvadratna funkcija koja je konveksna (zbog c > 0)
i qija je diskriminanta maǌa od nule. Zato je funkcija g strogo pozitivna za sve
realne brojeve, te vaжi i nejednakost g(x)> 0.

3. Uoqimo taqku C1 na polupravoj DC, sa poqetkom u taqki D, takvu da je DC1 = AX.
Ukoliko se taqka C1 poklapa sa taqkom C, onda su uglovi ∢ADX,∢DXC i ∢XCB
uglovi sa paralelnim kracima, te su ǌihove simetrale paralelne. Razmotrimo, sada,
sluqajeve kada se taqke C1 i C ne poklapaju. Kako se iz taqaka C1 i C duж XB
vidi pod jednakim uglovima, pri qemu su pomenute taqke sa iste strane prave XB,
zakǉuqujemo da taqke X,B,C1 i C pripadaju jednoj kruжnici. Neka je p simetrala
duжi AB, α = ∢DAB i β = ∢CBA. Ukoliko je taqka C1 izme�u taqaka D i C, imamo da
je ∢XC1C = 180◦ − α (jer je qetvorougao AXC1D paralelogram), dok, zbog tetivnosti



qetvorougla XBCC1, vaжi i ∢XC1C + β = 180◦. Zato je α = β, odnosno trapez ABCD
je jednakokrak. U sluqaju da vaжi raspored taqaka D − C − C1, zbog tetivnosti je
β = ∢XC1C, kao i ∢XC1C = α (jer je qetvorougao AXC1D paralelogram), te je i u
ovom sluqaju ABCD jednakokraki trapez. Kako su sada simetrale uglova ∢ADX i
∢XCB simetriqne u odnosu na pravu p, koja je ujedno i simetrala ugla ∢DXC, to se
one seku na p ili su paralelne sa p.

4. Kako je CE teжixna duж, to je AE = EB, te kako je ED ⊥ AB, to je trougao
ABD jednakokrak. Dakle, AD = BD i ∢ABD = ∢BAD = ∢DAC, odakle sledi da je
∢ADC = ∢BAC (spoǉaxǌi ugao trougla je jednak zbiru dva nesusedna unutraxǌa
ugla tog trougla). Stoga, trouglovi ABC i DAC su sliqni. Odavde je AD : AB =

CD : AC = AC : BC, tj. AD = AB·AC
BC

i CD = AC2

BC
. Daǉe imamo da je BC = BD + CD =

AD+CD = AB·AC+AC2

BC
, tj. AB ·AC = BC2 −AC2. Kako je F podnoжje normale iz taqke

C na pravu AB, to je AC2 = AF 2 + CF 2, pa je BC2 = CF 2 + BF 2 = CF 2 + (AB − AF )2 =
CF 2+AB2−2·AB ·AF+AF 2 = AC2+AB2−2·AB ·AF , odakle sledi AB ·AC = BC2−AC2 =
AB2 − 2 ·AB · AF , tj. AC = AB − 2AF , odakle sledi tvr�eǌe.

5. Kako je 2024 = 23 · 11 · 23, to je 2024n = 23n · 11n · 23n, odakle zakǉuqujemo da je ukupan
broj prirodnih delilaca broja 2024n jednak (3n+1)(n+1)(n+1) = (3n+1)(n+1)2 = 160.
Odredimo prirodan broj n, koji zadovoǉava prethodnu jednaqinu. Kako je (3n+ 1)(n+
1)2 = 3n3+7n2+5n+1 > 3n3 > 3 ·64 > 160, za n>4, to je dovoǉno ispitati da li postoji
rexeǌe za n = 1, n = 2 ili n = 3. Trivijalno se proverava da n = 3 jeste rexeǌe.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - B kategorija

1. Primetimo da je

sinα− cosα = 2023(sinβ sin γ − cosβ cos γ)

= −2023 cos(β + γ).

Iz trougla △ABC imamo da je α = π − β − γ. Zamenom u prethodni izraz dobijamo

sinα− cosα = −2023 cos(π − α) = 2023 cosα.

Konaqno, zamenom dobijamo da je tgα =
sinα

cosα
=

2024 cosα

cosα
= 2024, te je

1 + tgα+ tg2 α

1 + ctgα+ ctg2 α
= 4096576.

2. Ukoliko se taqke X i Y poklapaju, svakako leжe na krugu sa A i D. Pretpostavimo
zato da su X i Y razliqite. Pretpostavimo da prave BC i AD nisu paralelne i neka
je E ǌihov presek. Bez umaǌeǌa opxtosti moжemo pretpostaviti da su rasporedi
taqaka E − D − A i E − C − B. Tada je X centar upisane kruжnice trougla EAB,
pa se nalazi na simetrali unutraxǌeg ugla kod temena E tog trougla. Sliqno je Y
centar spoǉa pripisane kruжnice naspram temena E trougla EDC, pa se i Y nalazi na
simetrali unutraxǌeg ugla kod temena E tog trougla, odnosno E,X, Y su kolinearne
taqke. Neka je ∢A = 2α, ∢D = 2β. Tada, jednostavnim raqunom uglova nalazimo:

∢AXY = ∢AEX + ∢EAX = α+
1

2
∢AEB =

= α+
1

2
(180◦ − 2α− (180◦ − 2β)) = α+ (β − α) = β = ∢ADY,

odakle zakǉuqujemo da je qetvorougao DAXY zaista tetivan. Kada su prave AD i
BC paralelne, qetvorougao ABCD je jednakokraki trapez, pa je i DAXY jednakokraki
trapez, odnosno tetivan qetvorougao.

3. (a) Pretpostavimo da je jedan uqenik prijateǉ sa svima (ostali mogu da se pre
жurke ne poznaju), tj. sa ostalih n−1 osoba. Tada �e svi nakon жurke biti prijateǉi,
xto nam daje n− 1 prijateǉstava u ovom sluqaju. Sa druge strane, pretpostavimo da
je minimalan broj prijateǉstava, koji je potreban da bi vaжio uslov u delu (a),
jednak m, m 6 n − 1, tada, ako bi svaki uqenik pre жurke bio prijateǉ sa barem
dva druga uqenika, tada bi ukupan broj prijateǉstava na poqetku bio barem n, xto
ne moжe. Stoga, postoji uqenik koji je pre жurke imao najvixe jednog prijateǉa.
Ukoliko on nije imao prijateǉa uopxte, tada na жurci ne�e upoznati nikog, xto je
nemogu�e. Dakle, on mora imati taqno jednog prijateǉa pre жurke. Konaqno, da bi on
bio prijateǉ sa svim uqenicima nakon жurke, tada uqenik kojeg je jedino poznavao pre
жurke mora biti prijateǉ sa svim ostalim oqenicima pre жurke. Dakle, m je barem
n− 2 + 1 = n− 1. Stoga, minimalan broj prijateǉstava je n− 1 u ovom sluqaju.
(b) Dokaжim da je u ovom sluqaju maksimalan broj prijateǉstava na poqetku jednak
(n−1)(n−2)

2 . Pretpostavimo da neki uqenik nije prijateǉ ni sa jednim od uqenika na



poqetku, tj. pre жurke, te da se svi ostali (ostalo ih je n−1) me�usobno poznaju. Tada,
nakon жurke, taj uqenik i bilo koji drugi ne�e biti prijateǉi, a broj prijateǉstava

je upravo (n−1)(n−2)
2 . Da bi nakon жurke neka dva uqenika, recimo uqenici A i B, i daǉe

ostali neupoznati, tj. nisu postali prijateǉi, tada konfiguracija prijateǉstava na
poqetku mora izgledati tako da za svakog uqenika C, C 6= A, C 6= B, u trouglu ABC
mora nedostajati ,,stranica“ AB (jer nisu prijateǉi) i barem jedna od ,,stranica“ BC
ili CA (mogu i obe). Kako razliqitih trouglova oblika ABC imamo n− 2, te kako se
iz svakog izbacuje barem jedna stranica razliqita od AB, kao i sama stranica AB, to

je ukupan broj prijateǉstava pre жurke najvixe n(n−1)
2 − (n− 2 + 1) = n(n−1)

2 − (n− 1) =
(n−1)(n−2)

2 . Dakle, maksimalan broj prijateǉstava je (n−1)(n−2)
2 u ovom sluqaju.

4. Neka je a = 13 i α = 120◦. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, da je b> c. Tada,
na osnovu kosinusne teoreme, vaжi

132 = b2 + c2 − 2bc cosα = b2 + c2 + bc = (b− c)2 + 3bc.

Vrednost za b− c moжe da bude bilo koja iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}, jer je a
najduжa (ostale su strogo maǌe) stranica polaznog trougla (naspram ǌe je tup ugao).
Ako je b − c = 1, tada je bc = 56, odakle zamenom nalazimo da je b = c + 1, odakle je
0 = c2+c−56 = (c+8)(c−7), xto daje rexeǌe b = 8 i c = 7. Analogno se proveravaju svi
ostali sluqajevi iz kojih dobijamo da ne postoji drugi trougao koji ispuǌava date
uslove (neki sluqajevi mogu lako da se odbace, posmatraǌem po modulu 3 ili modulu
5). Prema tome, povrxina trougla je

P =
bc sinα

2
= 14

√
3.

5. Oqigledno je 23
2024 ≡ 0 (mod 4), dok je 32024 = 32·1012 = (32)1012 = 91012 ≡ 1 (mod 4), kao

i 32024 = 34·506 = (34)506 = 81506 ≡ 1 (mod 5). Oqigledno je i 32024 = 81506 ≡ 1 (mod 20),

tj. 32024 = 20a+1, za neki prirodan broj a, odakle sledi da je 23
2024

= 220a+1 = 2 · 220a =
2 · (210)2a = 2 · (1024)2a ≡ 2 (mod 25), jer je 2a paran. Dakle, broj 23

2024

je oblika 25b+ 2,

za neko (veliko) prirodno b, tj. 23
2024

= 25b+2 i deǉiv je sa 4. Stoga, b ne moжe davati

ostatke 0, 1 ili 3 pri deǉeǌu sa 4, ve� iskǉuqvo 2. Sledi 23
2024

= 25b+2 ≡ 52 (mod 100).



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - B kategorija

1. Neka su rexeǌa date jadnaqine oznaqena sa a, b = a + d i c = b + d. Kako oni qine
aritmetiqku progresiju, imamo da je a+ c = 2b, xto sa Vietovom formulom a+ b+ c =
−a2

a3
= −−63

9 = 7 daje b = 7
3 . Iz Vietove formule a · b · c = −a0

a3
= −−56

9 = 56
9 , kako je b = 7

3 ,

dobijamo da je a · c = 8
3 . Kako oni qine aritmetiqku progresiju, imamo da je a = b − d,

a c = b+ d, odakle dobijamo da je (73 − d) · (73 + d) = 8
3 , tj.

49
9 − d2 = 8

3 , te je d = 5
3 . Dakle,

rexeǌa su: a = 2
3 , b =

7
3 i c = 4.

2. Neka ja A vrednost traжenog izraza. Stavimo da je B = tgα. Primetimo da je

sinα− cosα = 2023(sinβ sin γ − cosβ cos γ)

= −2023 cos(β + γ).

Iz trougla ABC imamo da je α = π − β − γ. Zamenom u prethodni izraz dobijamo

sinα− cosα = −2023 cos(π − α) = 2023 cosα,

odakle nalazimo da je B = tgα =
sinα

cosα
=

2024 cosα

cosα
= 2024.

Me�utim, sre�ivaǌem traжenog izraza, tj. izvlaqeǌem jednog qlana iz svakog od sabi-
raka u brojiocu, nakon mnoжeǌa brojioca i imenioca sa B2023 (B 6= 0), lako nalazimo
da se isti svodi na

A =
B(1 +B + . . .+B2022)B2023

B2023( 1
B
+ 1

B2 + . . .+ 1
B2023 )

=
B2024(1 +B + . . .+B2022)

B2022 +B2021 + . . .+B + 1
= B2024.

Dakle, A = 20242024.

3. Razdvaja�emo sluqajeve u zavisnosti od trojke mogu�ih duжina dekadnog zapisa
brojeva za dan, mesec i godinu, tako da je za 12.12.1212. odgovaraju�a trojka (2, 2, 4).
Pisa�emo u nastavku x za prvu, a y za drugu cifru prekrasnosti datuma (koje jedin-
stveno odre�uju datum date trojke).

• (1, 1, 1), (1, 1, 2) i (1, 1, 3): Godina je svakako pre trenutne, tako da za cifru dana
i meseca odgovara bilo koja cifra osim nule, xto daje 9 · 9 = 81 datuma za datu
duzinu godine, odnosno 3 · 81 = 243 ukupno.

• (1, 1, 4): Ovog puta imamo ograniqeǌe na godini, a datum je oblika x.y.xyxy.. Jasno
je 0 < x < 3, a kada bi bilo 2, y bi moralo biti 0, xo nije mogu�e. Prema tome,
x = 1, i tada na y nema ograniqeǌa osim y > 0, xto daje 1 · 9 = 9 datuma.

• (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4): Kada god je mesec duжine 2, jedine mogu�e vred-
nosti su 10, 11 i 12, pa je y = 1. Pritom x nije 0, xto ostavǉa dve mogu�nosti za x
i prema tome dva datuma za datu duжinu godine, odnosno 4 · 2 = 8 ukupno. Prime-
timo da u posledǌem sluqaju y = 1 daje svakako datum iz proxlog milenijuma, pa
je izbor x slobodan.

• (2, 1, 1) i (2, 1, 3): Mogu�e vrednosti za x su 1, 2 i 3. Kada je x = 1, y moжe uzeti
bilo koju vrednost sem nule, pa imamo devet mogu�nosti. Kada je x = 2, zakǉuqu-
jemo da je u pitaǌu februar odre�ene godine, pa svakako imamo 8 mogu�nosti



za y. Ipak, kada bi y bilo 9, u pitaǌu bi bila 9. ili 929. godina koja nije
prestupna, pa ovo i nije mogu�e. Konaqno, za x = 3, u pitaǌu je mart, a kako y
nije nula, y moжe biti samo 1. Ukupno u ovom sluqaju imamo 2 · (9 + 8 + 1) = 36
zapaǌuju�ih datuma.

• (2, 1, 2): Isto kao malopre, uz tu razliku da je ovog puta x = 2, y = 9 mogu�e jer
je odgovaraju�i datum 29.2.92., a 92. godina je bila prestupna, pa ovde imamo
9 + 9 + 1 = 19 zapaǌuju�ih datuma.

• (2, 1, 4): Sada moramo paziti na ograniqeǌe da je godina najvixe 2024. Tako je 1
jedina mogu�nost za y, dok je x zbog broja dana ograniqeno na 1, 2 i 3, tj. ukupno
3 datuma.

• (2, 2, 1), (2, 2, 2), (2, 2, 3) i (2, 2, 4): Zbog meseca je x nuжno 1, pa za y ostaju
mogu�nosti 0, 1, 2, xto daje 4 · 3 = 12 zapaǌuju�ih datuma. Primetimo da je u
ovom sluqaju y = 0 mogu�e jer se nigde ne pojavǉuje kao prva cifra.

Zakǉuqujemo da je u Novoj Eri do danas bilo taqno 330 zapaǌuju�ih datuma.

4. Oznaqimo sa D presek pravih CS i AB, a sa M sredixte duжi AB. Kako su prave
ST i AB paralelne, a teжixte se nalazi na 2

3 teжixne duжi CM , po Talesovoj teoremi
je DM = 4.5. Kako je M sredixte AB lako raqunamo AD = 8 i BD = 17, a kako je CD
simetrala ugla ∠ACB, znamo da je CA

CB
= AD

BD
= 8

17 . Oznaqimo sada sa r polupreqnik
upisane kruжnice trougla ABC, sa c duжinu stranice AB, sa hc duжinu visine ovog
trougla iz temena C, sa s ǌegov poluobim, a sa P ǌegovu povrxinu. Zbog paralelnosti
pravih ST i AB znamo da je r = hc

3 . Kako je P = c·hc

2 = r ·s, iz prethodnih veza dobijamo

s = 3
2c, odnosno CA + CB = 50. Kako ve� imamo CA

CB
= 8

17 , zakǉuqujemo da je CA = 16 i
CB = 34.

5. Iz p>2 dobjamo da je 211 = 2048 > 2024 > pq
r

>2q
r

, te je 10>qr. Stoga, q62 i 24 > 10>2r,
odakle dobijamo da je r 6 3. Ako je p > 3, tada vaжi 2187 = 37 > 2024 > pq

r

> 3q
r

, te je
23 > 7 > qr>2r. Sledi, 3 > r, tj. r = 2, pa je q2 < 7, tj. q = 2. Odavde je p2

2

+22+2 = 2024,
tj. p4 + 6 = 2024, tj. p4 = 2018 ,xto je nemogu�e. Dakle, mra vaжiti p = 2. Stoga, qr

ne moжe biti 10, pa je 20246 29 + qr + r 6 512 + 10 + 3 = 525, xto je, tako�e, nemogu�e.
Dakle, jednaqina nema rexeǌa u skupu P.


